Rownania rézniczkowe drugiego rzedu

Omoéwimy jeszcze jeden przyklad zagadnienia prowadzacego do réwnania pierwszego rzedu.
Zalézmy, ze spadochroniarz wyskoczyt z samolotu na wysokosci 1500m i ze spada swobodnie az
do wysokosci 500 m. Zakladamy, ze opér powietrza jest proporcjonalny do kwadratu predkosci (tak
jest przy ,duzych” predkosciach). Zalézmy dodatkowo, ze graniczna predkosé spadania réwna, jest
50m/s (chodzi o to, ze przy tej predkosci sita oporu powietrza réwnowazy sile ciezkodei). Jak diugo
spada¢ bedzie spadochroniarz do chwili otwarcia spadochronu na wysokosci 500 m?

Oznaczmy wysokosé nad powierzchnia Ziemi w chwili ¢ przez h(t), wspélczynnik proporcjo-
nalnosci, ktéry wystepuje w tresci zadania — przez k, mase spadochroniarza przez m. Z drugiej

zasady dynamiki Newtona wnioskujemy, ze
mh"(t) = —mg + k[ (t)]?

— h/(t) to predko$é w chwili ¢, h"(t) — to przyspieszenie w tym momencie. Z formalnego punktu
widzenia napisane zostalo rownanie rézniczkowe drugiego rzedu. Jesli jednak potraktujemy predkosé
K’ jako niewiadoma funkcje, to okaze sie ono réwnaniem pierwszego rzedu. Niech x(t) = h'(t).

Roéwnanie, po zmianie dekoracji, wyglada tak

W (t) = g+ (o)

albo tez tak

'(t)
=g+ o [z(?)]
: _ _ a'(t)dt de __ _ 1 1 1 —
Mamy wiec t + C = [dt = f—g+%[x(t)]2 = fﬁg+%x2 = mf[z\/k/_mf\/gi T dt =

z\/k/m—\/g
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Wobec tego, ze spelniona ma by¢ réwnosé lim x(t) = —50 (spadamy, a nie wznosimy sie), stwier-
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dzamy, ze 7 = 50. Dla prostoty przyjmujemy, ze g = 1027 . Otrzymujemy wiec 7+ = 250 i
wobec tego
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Teraz znajdziemy h( ). Wystarczy scatkowaé¢. Mamy

1-— 2¢3t 3
h(t):50/ dt_50/[ %}dt_50t—250 { +e ]
1+eo 1+ est 1+e
2

=50t — 250 In(1 + e5*) +2501n2 + 1500 .
Stala dobrali$my tak, by h(0) = 1500. Szukamy takiego ¢, ze

500 = h(t) = 50t — 2501n(1 + e? 1) 4+2501n2 + 1500 = 250 In -+ 1500,
Jr
co oznacza, ze In 26”: =—-4=Ine*, czyli e * = th , wiec
1+e3 14+e5

0=1+e3! —2etes = [et/57€4}2+1768,
czyhe =e +\/—1 zatemt—Sln{e +\/—}~2347s
Tylko ostatni krok (przyblizenie) zostal wsparty komputerem, chociaz ja umiem te obliczenia prze-
prowadzi¢ bez komputera i tablic.
Zajmiemy sie réwnaniami rézniczkowymi postaci " (¢) + az’ (t)bx(t) = 0, gdzie a,b oznaczaja,

liczby (niekoniecznie rzeczywiste). Zaczniemy od prostego przykladu. Rozwiazemy réwnanie
z"(t) — 52’ (t) + 6x(t) =0 .

Zauwazmy, ze x'(t) — 5z’ (t) + 6x(t) = [2/(t) — 3z(t)] "2 [/ (t) — 3x(t)] . Niech y(t) = a/(t) — 3x(t).
Funkcja pomocnicza y(t) musi spemiaé¢ réwnanie y'(¢) — 2y(t) = 0. Wynika stad, jak juz wiemy,
ze istnieje stala c taka, ze y(t) = ce?'. Problem zostal sprowadzony do rozwiazania réwnania

rézniczkowego pierwszego rzedu z niewiadoma funkcja x:
o' (t) — 3x(t) = ce?t .

Rozwiazujemy pomocnicze réwnanie jednorodne z’(t) — 3z(t) = 0 . Rozwiazanie ogélne ma postaé
x(t) = ke®, gdzie k oznacza pewna liczbe. Zamiast liczby k rozwazymy funkcje k zmiennej ¢
i znajdziemy rozwiazanie w postaci k(t)e3. Podstawiajac do réwnania otrzymujemy

ce® = [k(t)e*]" — 3k(t)e® = k' (1)e® + 3k(t)e® — 3k(t)e® = K/ (t)e®
Stad wynika, ze k'(t) = ce™! i w koticu k(t) = —ce™! + ¢1. Mamy wiec z(t) = [—ce ! + ¢1]e?! =
= — ce? + c1e3. Wykazalidémy wiec, ze kazde rozwiazanie réwnania z”(t) — 52'(t) + 6x(t) = 0

2t (podstawilismy ¢y = —c). W wykladnikach pojawily sie

moze byé zapisane w postaci cie® + coe
pierwiastki réwnania charakterystycznego A\?> — 5\ + 6 = 0. To nie jest przypadek. Jesli a,b € C i
réwnanie A? 4+ a\ + b = 0 ma dwa rézne pierwiastki A1, Az, to

2 (t) +ax’ (t) +ba(t) = [2/(t) — Az (t)] "~ [/ (t) = Mz (t)] = [2/(t) — Aaw(t)] Y [/ (t) — gz (t)] .
Oznaczajac y(t) = z'(t) — \ia(t) otrzymujemy réwnanie y'(t) — Aay(t) = 0. Stosujac procedure
zastosowana, przed chwila w konkretnej sytuacji stwierdzamy, ze istnieja takie liczby c1,c2, ze dla

At Aot

kazdej liczby r € R zachodzi z(t) = c1e™* + coe réwnosé. To, ze funkcja tak okredlona jest

rozwiazaniem interesujacego nas réwnania, mogliémy sprawdzi¢ bezposrednio, ale nie wiedzielibySmy

1013



wtedy, ze innych rozwiazan nie ma. Nasza metoda wykazuje, ze wskazane funkcje sa jedynymi
rozwigzaniami tego réwnania.

Ogdlnie bedziemy sie teraz zajmowaé réwnaniem postaci
2" (t) + ax’ (t) + bx(t) = g(t) , (nj2)

gdzie a,b € C za$ g jest funkcja ciagly o wartosciach zespolonych okreslona na pewnym prze-
dziale, by¢ moze na calej prostej. Najwazniejsze dla nas sa te réwnania, w ktérych funkcja g jest
quasiwielomianem, znaczenie tego stowa zostanie ujawnione niebawem.

7 réwnaniem nj2. wigzaé bedziemy réownanie linowe jednorodne

y" (1) +ay'(t) + by(t) = 0 (’2)

oraz rownanie charakterystyczne

M ra\+b=0. (ch2)

Roéwnanie charakterystyczne (ch2) ma dwa pierwiastki (niekoniecznie rzeczywiste i niekoniecznie
rézne) A1, A2 . Dla kazdej liczby A mamy wiec A2 + aX +b = (A — A1)(A — \2), spetnione sa tez
znane (kiedy$) wszystkim maturzystom wzory Viete’a: A1 + Ao = —a, A1 Ae = b. Z wzordéw Viete’a
wynika, ze
2 (t) + ax’(t) + ba(t) = (2/(t) — )\gx(t))/ = A (2/(t) — Aoz(t)) .
Mozna sobie ulatwi¢ manipulacje wprowadziwszy symbol D, oznaczajacy rézniczkowanie, uma-
wiajac sie, ze dla kazdej funkcji f symbol Df oznacza pochodna funkcji f, tzn.
Df(t) = f'(1).

Wtedy spelnione sa nastepujace réwnosci:

D(c1f1 +caf2) =c1Dfi1 +c2Dfo (liniowo$¢ rézniczkowania),

D(fi- f2) = Dfs - fo+ f1 - Df (pochodna iloczynu).
Bedziemy tez pisa¢ D?f zamiast D(Df). Przy takich umowach réwnanie (nj2) mozna zapisaé
tak D?z + aDx + bx = g, opuécilisémy argument, co wielokrotnie bedziemy robié, bo to upraszcza
zapis, cho¢ zmusza do pamietania, ktore symbole oznaczaja liczby, a ktére — funkcje. Jesli jeszcze
uméwimy sie, ze (D + M)z = Dz + Az dla kazdej liczby A 1 kazdej funkeji rézniczkowalnej z, to
mozemy napisac

2" +az’ + bx = D*x 4+ aDz + bx = (D — A1) (Dz — XAaz) = (D — \p)((D — A2)z) .
Naturalnym pomyslem jest wiec pisanie z” + az’ + bz = (D — A1)(D — A2)z, co zwykle sie czyni.
Nasze réwnanie ma wiec postaé
(D=XM)D—-X)x=g.

Niech z = (D — Az)x. Rozwiazanie réwnania drugiego rzedu (D — A1)(D — A2)x = ¢g mozna wiec
sprowadzi¢ do rozwiazania dwoch réwnan pierwszego rzedu: najpierw szukamy funkcji z takiej, ze

(D — A1)z = g a po znalezieniu z szukamy funkcji x takiej, ze (D — Ag)z = z.
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Zauwazmy jeszcze, ze jesli (D—A1)(D—MXo)x1 =g i (D—A1)(D—X2)x2 = g, to réznica 1 —x9
rozwigzan réwnania niejednorodnego, spetia réwnanie jednorodne (D — A1)(D — A2)(z1 —x2) = 0.
Jasne jest, ze jesli (D—X\1)(D—=Xo)z =g i (D=X)(D=X2)y=0,to (D—X)(D—X)(z+y)=g.
Oznacza to, ze jedli znajdziemy w jaki§ sposéb jedno rozwigzanie réwnania niejednorodnego®
i wszystkie rozwiazania rownania jednorodnego, to tym samym znajdziemy wszystkie rozwiazania
rownania niejednorodnego.

Ostrzezenie:

D+1)(D—-t)xa=D+)(z' —tz)=a" — (te) +2' —te=2"+ (1 —t)2’ — (1 + )z, ale

(D-—t)(D+Vz=(D—-t)(2'+z)=2"+2" —tz' —te =2" + (1 — t)a’ — tz, zatem

(D+1)(D-t)x#(D-t)(D+1)x.

Widzimy wiec, ze kolejno$¢ wykonywania operacji ma wplyw na wynik. W tym konkretnym przy-

padku mozna sie tego spodziewacé bez przed przeprowadzaniem obliczen, bo pochodng funkcji stalej

jest 0,a () =1#0.

Jednak jesli A1, Ay s liczbami (najprostszy przypadek, innych z braku czasu nie rozwazamy), to
(D=A)D=X2) =D =A)(D=A1). W

Przykiad 1.

Zajmiemy sie rownaniem oscylatora harmonicznego, na razie bez tlumienia i wymuszenia, czyli
réwnaniem z” +w?r = 0. Mozna je zapisa¢ w postaci 0 = (D? + w?)x = (D + wi)(D — wi)z . Niech
z = (D — wi)z. Ma wiec byé¢ (D + wi)z =0, czyli 2(t) = é1e ", gdzie ¢ oznacza dowolng liczbe
—wit

zespolong. Teraz kolej na réwnanie (D —wi)x = é1e . Z tego, co wiemy o réwnaniach pierwszego

rzedu, wynika, Ze jesli w # 0, to x(t) = c1e %" + coe*® | gdzie c; jest stala odpowiednio dobrana

do ¢1: (D — wi) (cle’“”'lt + 026“’“) = —2wicie™*" | wiec musi by¢ spelniona réwnoéé é = —2wicy,
albo ¢; = —gt = FLi.

Otrzymalismy rozwiazanie w postaci zespolonej. Mozna je zapisa¢ w postaci rzeczywistej. Niech
c1 = a1+ fri, co = as + (21, gdzie ag, b1, a2, P2 € R. Wtedy
x(t) = cre™" + cpe®™ = [y + Bui] [ cos(wt) — isin(wt)] + [a2 + Bai] [ cos(wt) + isin(wt)]| =

= [(a1 + az) cos(wt) + (81 — B2) sin(wt)] + i[(B1 + B2) sin(wt) — (a1 — az) cos(wt)] .

Jesli w € R, to z tego, ze funkcja x jest rozwiazaniem réwnania z” 4+ w?z = 0 wynika, ze
0=0=2a"+w2zx = 2" +wlz = &' + 0%, wiec réwniez funkcja Z jest rozwigzaniem. Wobec
tego, ze suma rozwiazan tez jest rozwigzaniem, stwierdzamy, ze funkcje x + i %(:c +Z) = Rex sa
3-(x — Z) jest rozwiazaniem. Poniewaz
Rex(t) = (a1 + az) cos(wt) + (1 — B2) sin(wt) oraz Imz(t) = (1 + B2) sin(wt) — (a1 — ag) cos(wt),

rozwigzaniami réwnania. Réwniez funkcja Imz =

wiec rozwiazania rzeczywiste wygladaja tak:
dy cos(wt) + dg sin(wt) ,

gdzie di,ds oznaczaja dowolne liczby rzeczywiste.

* np. zgadniemy!
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Mamy x(0) = d;y i 2'(0) = wdy. Wobec tego d; to potozenie w chwili ¢ =0, a w dy zakodowana

jest predko$¢ poczatkowa. Fizycy na ogdél wola inne parametry: amplitude i faze. Niech A = \/d? + d3

oraz sinf = ——22— . Wtedy zachodzi réwnosé

z(t) = dy cos(wt) + dy sin(wt) = A cosf cos(wt) — sinfsin(wt)] = Acos(d + wt).

i niech 6 bedzie takim katem, ze cosf =

Jest jasne jak przechodzi¢ od zestawu parametréw di,ds do zestawu A, 6 i odwrotnie. Mozna wiec
od razu szukaé rozwiazania w postaci Acos(f + wt) jednak opis ogdlnej teorii w tych terminach
jest bardziej skomplikowany i do tego mniej ogdlny, wiec uzywamy funkcji wyktadniczych i liczb
zespolonych. B

Okazuje sie, ze w elementarnych zastosowaniach najczesciej funkcja g ma dosy¢ szczegdlng
posta¢. Wyjasnimy teraz sens uzytego juz wczesniej obcego stowa.

Definicja quasiwielomianu

At

Tloczyn wielomianu p i funkcji e* nazywamy quasiwielomianem z wyktadnikiem M. Stopniem

eM nazywamy stopieri wielomianu p. B

quasiwielomianu p(t)
Funkcja (t? + 13t + 12)e™ jest quasiwielomianem stopnia drugiego z wyktadnikiem A\ = 7.
Funkcja e~ jest quasiwielomianem stopnia 0 wykladnikiem —5. Funkcja 2% — 423 +2 jest quasi-
wielomianem stopnia 3 z wykladnikiem 0, czyli wielomianem. Funkcja t3cos(2t) nie jest quasiwie-
lomianem, ale jest czeScia rzeczywista quasiwielomianu t3e?* = ¢3( cos(2t) + isin(2t)) . Podobnie
funkcja
(2 +2t) sin(3t)e =% nie jest quasiwielomianem, ale jest czescia urojona quasiwielomianu stopnia 3 z
wykladnikiem —2+ 3, mianowicie (£*+2t)e(=2+3%) = (¢34 2t)e 2 (cos(3t) + i sin(3t)) . Wykazemy
teraz twierdzenie opisujace rozwigzania réwnania niejednorodnego pierwszego rzedu, ktérego prawa
strona jest quasiwielomianem.

Twierdzenie o rozwiazaniach réwnania liniowego quasiwielomianowego rzedu 1.
Jedli funkcja g jest quasiwielomianem stopnia d z wykladnikiem X i a'(t) = kz(t) 4+ g(t), to jesli
k # X, to funkcja = jest suma quasiwielomianu stopnia d z wykladnikiem A i quasiwielomianu
stopnia < 0 z wykladnikiem k; jesli £k = X, to funkcja x jest quasiwielomianem stopnia d+ 1 z
wykladnikiem .

Dowadd.

Zastosujemy metode uzmienniania statej. Rozwigzaniem pomocniczego réwnania liniowego jednorod-
kt

nego y'(t) = ky(t) jest y(t) = ce®, ¢ jest tu pewna liczba. Znajdziemy funkcje ¢ zmiennej t taka, ze

z(t) = c(t)e*t . Podstawiamy do réwnania: ¢/ (t)e* + ke(t)ekt = ke(t)e* +g(t). Stad ¢/ (t)ek = g(t),
wiec c/(t) = g(t)e % . Niech p bedzie wielomianem stopnia d takim, ze g(t) = p(t)e . Jesli
A=k, to d(t) = p(t), zatem c jest wielomianem stopnia d 4+ 1 i w tym przypadku dowdd jest
zakonczony. Zalézmy wiec, ze A # k. Teraz ¢/ (t) = p(t)e* =Pt . Calkujac przez czeéci otrzymujemy
[p@)ePrPtdt = Aop(t)eP Pt — L [ p/(t)e* P! dt. Sprowadzilismy obliczenie calki do takiego

samego problemu, ale z wielomianem, ktérego stopieri jest o 1 mniejszy od wyjéciowego. Mozna te
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procedure powtérzyé: [ p/(t)ePPtdt = Aop'(£)eP Rt — — Lo [p"(1)eP Pt dt | zatem
[pt)ePrRtat = [ ﬁp(t)e(/\_k)t dt — 2 [ t)eP=Ptdt + —()\fk)Q [p"(t)ePPtdt,
Widag, ze catkujac d+1 razy otrzymamy w konicu quasiwielomian stopnia d z wyktadnikiem A—k,

kt

a po pomnozeniu przez e”* — quasiwielomian z wykladnikiem A stopnia d, plus stala pomnozona

przez e*t | wiec wynik zapowiedziany w twierdzeniu. W

Przyklad 2.
Rozwigzemy réwnanie z/(t) = —5z(t) + (2 + 4t)e3t. Poniewaz funkcja (2 + 4t)e! jest quasiwie-
lomianem stopnia 2 z wykladnikiem 3 # —5, wiec rozwiazanie jest quasiwielomianem stopnia 2

5t czyli funkcja postaci (c1t? + cot + c3)e3’ + ce ™. Nalezy

z wykladnikiem 3 plus stata razy e~
znalezé stale cq,co,c3, c. Podstawiajac do rownania otrzymujemy
(2e1t + c2) €3 + 3(cat? + cot + c3)e3t — Bee ™™ = —5(c1t? + eat + c3)e3 — See 5 + (¢ + 4t)edt.

Aby te funkcje byty rowne wspodlczynniki przy tych samych potegach zmiennej ¢ po obu stronach

réwnoéci musza by¢ rowne. Wobec tego 3c¢1 = —bcy + 1, 2¢1 +3ca = —bea +4, ¢+ 3c3 = —bes i

—5c = —5c. Ostatnia réwnos¢é nic nie wnosi: liczba ¢ to dowolna liczba zespolona. * Rozwiazujemy
s R TI] . . . . . 1 _ 15 _ 15

uktad 3 réwnan liniowych z niewiadomymi c1, ¢z, c3 i otrzymujemy c¢1 = g, ca = 55 1 c3 = —555 -

Wykazalismy, ze z(t) = (§t2 + 22t — 5= )e3 +ce ™. M
Przyktad 3.

Rozwiazemy réwnanie a’(t) = 2x(t) +t2e? . Z twierdzenia wynika, ze w tym przypadku rozwiazanie

jest quasiwielomianem stopnia 241 z wykladnikiem 2. Jest wiec postaci (clt3 +eot? +cgt+ 04) et

Podstawiajac otrzymujemy
(301t2 + 2¢ot + C3)62t + 2(clt3 + cot? + st + C4)€2t = 2(011?3 + cot? + st + C4)62t + t2e2t .
Stad wynika natychmiast (poréwnujemy wspétezynniki przy tych samych potegach ¢ po obu stronach

réwnosci), ze ¢1 = %, co = c3 = 0 oraz, ze ¢4 jest dowolng liczbg (por. notka na dole strony).

Rozwiazaniem jest wiec %t362t + cqse?, ¢4 oznacza tu dowolng liczbe zespolong. W

Przyklad 4.
Rozwiazemy réwnanie z’(t) = —2x(t) +te! sin(3t) . Tym razem prawa strona nie jest quasiwielomia-
nem, ale tetsin(3t) = Im (te 39!  wiec najpierw rozwiazemy réwnanie 2/ (t) = —2x(t)+te(1+39t o
potem zainteresujemy sie jego czedcia urojona. Poniewaz —2 # 14 3i, wiec rozwiazanie jest postaci
(c1t + c2)e(1H3Dt 4 ce=2t  Podstawiamy do réwnania i otrzymujemy
cle(1+3i)t + (1 + 3i)(e1t + 02)6(1+3i)t — 9ce~ 2t — —2(eqt + 02)6(1+3i)t — 9ce~2t 4 te(1+30)t

Poréwnanie wspéteczynnikéw przy odpowiednich funkcjach po obu stronach prowadzi do réwnan

1—1 —c1 —1

(L+3i)er = —2c1+ 11 et + (L+3i)e2 = —2c2. Stad 1 = o5, = 5, &2 = 573% = @y =
I_T}i = % . Oczywiscie zadnego warunku na c nie otrzymali$my, wiec rozwigzanie zespolone ma po-
g 4 )elH30t 4 ce=2t | Jego czedé urojona to 1=3Let cos(3t) + Ltefsin(3t) + Imc - e~ 2.

staé ( I

# To zreszta bylo jasne od samego poczatku, bo funkcja ce 5t

ja doda¢ do rozwigzania réwnania niejednorodnego i otrzymac nast¢pne rozwigzanie réwnania niejednorodnego.

jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego, wigc mozna
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Znalezlismy wiec rozwiazanie ogdlne réwnania z’(t) = —2x(t)+te’ sin(3t), Ime to prostu dziwaczne
oznaczenie dowolnej liczby rzeczywistej. W

Wiedzac jak rozwiazywacé te bardzo szczegdlne réwnania pierwszego rzedu mozemy zajacé sie
réwnaniami drugiego rzedu. Jest jasne, ze w przypadku réwnania drugiego rzedu prawdziwe jest

Twierdzenia o rozwiazaniach réwnania liniowego drugiego rzedu
Niech a,b € C iniech w oznacza dowolny wielomian o by¢ moze nierzeczywistych wspoélczynnikach.
Réwnanie 2" + az’ + br = w(t)eM ma rozwiazanie, ktére jest quasiwielomianem o wykladniku A,
przy czym jesli A nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, to stopienr rozwiazania
réwny jest stopniowi w(t), jesli A jest pierwiastkiem jednokrotnym, to stopieri rozwiazania jest o
1 wiekszy od stopnia w(t), jesli A jest pierwiastkiem dwukrotnym, to stopieri rozwiazania jest o 2
wiekszy od stopnia w(t). B

Studenci bez trudu uogdlnia to twierdzenie na przypadek réwnan wyzszego rzedu o statych
wspolczynnikach, ktérych prawa strona jest quasiwielomianem w(t)e* . Stopieri rozwigzania szcze-
golnego jest wiekszy od stopnia w(t) o krotnos$é A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego
lewej strony.

Przykiad 5.
Znajdziemy rozwigzania réwnania x” + x = 2cost + 12tsint.
Tym razem prawa strona nie jest quasiwielomianem, ale 2cost = Re (2@”) i 12tsint = Im 12(6“) .
Zajmiemy sie réwnaniami pomocniczymi z” + x = 2e% oraz a2 + z = 12te’* . W obu przypadkach
réwnanie charakterystyczne réwnania jednorodnego to A% +1 = 0. Ma ono dwa pierwiastki i oraz
—i. Wobec tego jednym z rozwiazan réwnania "+ = 2e® jest quasiwielomian stopnia pierwszego,
a réwnania z” + x = 12te® — quasiwielomian stopnia drugiego .
W pierwszym przypadku powinien wiec by¢ spelniony wzér

2¢' = (At + B)e')" + (At + B)e' = 2Aie’ +i®(At + B)e™ + (At + B)e™ = 2Aie™ .
Stad wynika, ze A = —i. B moze by¢ dowolne. ZnalezliSmy rozwiazanie ogdlne pierwszego réwnania
—ite® + crett 4 cqe” .
W drugim przypadku musi zachodzi¢ réwnosé
12te’ = ((At* + Bt + C)e™t)” + (A2 + Bt + O)e't =
= 2A4e" + 2i(2At + B)e' + i*(At* + Bt + C)e" + (At? + Bt + C)e' = 4Aite" + (2A + 2Bi)e™.
Wynika stad, ze A = —3i oraz B = 3. C moze by¢ dowolne. Rozwiazaniem ogdélnym drugiego
réwnania jest
—3it%e™ + 3te’ 4 crett + cqe” .

Rozwigzaniem ogdlnym réwnania z”/ + x = 2cost jest funkcja tsint + c1 cost + cgsint. Ma to byé
rozwiazanie rzeczywiste, zatem tym razem stale ci,co musza by¢ rzeczywiste.
Rzeczywistym rozwiazaniem ogdlnym réwnania x” + x = 12¢sint jest funkcja

Im( — 3it2et + 3teit) + ¢y cost + cosint = —3t2cost + 3tsint + ¢1 cost + cosint.
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Znéw zainteresowani jesteSmy rozwiazaniem rzeczywistym, zatem i w tym przypadku c1,co € IR. R

Pokazemy teraz jak mozna uzmienniaé stale (obie na raz!) w przypadku réwnania drugiego
rzedu. Uzyjemy ostatnio rozwiazanego réwnania, ale podkresli¢ nalezy, ze jedna z gtéwnych przyczyn,
dla ktérych to robimy jest to, ze ta metoda daje sie stosowaé¢ réwniez wtedy, gdy funkcja g (prawa

strona réwnania) nie jest quasiwielomianem.

Przyklad 5°.
Znajdziemy rozwiazania réwnania z” + x = 2cost + 12tsint. Pomocnicze réwnanie jednorodne
wyglada tak y” +y = 0. Jego rozwiazaniem ogélnym jest funkcja cj cost+cg sint — stosujemy tym
razem rzeczywista postaé, by daé¢ odetchnaé osobom, ktore jeszcze nie zdazyly polubié liczb zespo-
lonych. Bedziemy szukaé rozwigzania réwnania niejednorodnego w postaci ¢ (t) cost + ca(t)sint,
gdzie c1,cy oznaczaja teraz niewiadome funkcje. Mamy
[c1(t) cost + co(t) sin ] "= ¢ (t) cost + ch(t)sint — ¢y (t) sint + co(t) cost.

Jesli obliczymy druga pochodna, to pojawia sie ¢f(¢t) i ¢4(t), co moze spowodowaé jakies klopoty.
Przyjmiemy wiec, ze ¢} (t)cost + ch(t)sint = 0 dla kazdego t — dodajemy sztucznie réwnosé, ale
mamy dwie niewiadome funkcje c1,co, wiec dwa réwnania nas przerazi¢ nie powinny. Uwzgledniajac
te sztucznie dodang réwnosé przy zastepowaniu x(t) przez ci(t)cost + co(t)sint w réwnaniu
2" 4+ x =2cost + 12tsint otrzymujemy
2cost + 12tsint = —c| (¢) sint + ¢4 (t) cost — ¢1(t) cost — ca(t) sint + ¢ (t) cost + co(t) sint =

= —c}(t)sint + c4(t) cost.

Otrzymalismy wiec uklad réwnan

¢y (t) cost + ch(t) sint = 0,
—c)(t)sint + c4(t) cost = 2cost + 12¢sint.

. - cost sint| o, . .9, . .
Niech W (t) = ‘ _sint cost‘ = cos’t — (—sin“t) = 1 # 0, zatem otrzymany uklad réwnan ma
dokladnie jedno rozwiazanie: ¢} (t) = 0 smtl_ g sintcost — 12tsin®t, ch(t) =

1 2cost + 12tsint cost r 2
cost 0

_ 2 . . . . . .
Csint 2cost + 12tsint| 2cos”t + 12t sint cost. Calkujac i upraszczajac nieco otrzymujemy

c1(t) =4cos?t+6tsintcost —3t2 +dy i ca(t) = 4t +4sint cost — 6t cos® t + da , co pozwala napisaé

wynik x(t) = —3t?cost + 4tsint + (dy + 4) cost + da sint. Widaé wiec, ze wynik na pierwszy rzut
oka jest nieco inny niz poprzednio otrzymany, ale ta réznica jest kosmetyczna: zamiast dy +4 w
poprzednim wyniku jest ¢, co oczywiscie nie ma na nic wpltywu, bo obie state sa dowolnymi liczbami

zespolonymi. W

}f/((l;)) 5/((?) nazywany jest ich wy-

Jesli f, g sa funkcjami rézniczkowalnymi, to wyznacznik ‘
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g9 h
znacznikiem Wronskiego.*. Dla trzech funkcji f, g, h wyznacznik definiowany jest tak | f/ ¢ I

I
itd. Z naszego punktu widzenia jest on o tyle istotny, ze jesli wybieramy dwa rozwiazania x1, xo
jednorodnego liniowego rézniczkowego rownania drugiego rzedu, niekoniecznie o statych wspdtczyn-
nikach i ich wyznacznik Wroniskiego (ang: wronskian) jest rézny od 0, to dla kazdego rozwiazania
x tego réwnania jednorodnego istnieja, stale c1,co takie, ze x(t) = c1a1(t) + cawa(t), zas kazde
rozwiazanie réwnania niejednorodnego z ta sama prawa strona moze by¢ znalezione w postaci
c1(t)x1(t) + ca(t)z2(t), gdzie c1,c2 sa odpowiednio dobranymi funkcjami (jak w przykladzie 5’
powyzej).

Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci dla ré6wnania drugiego rzedu
Jesli
(i) funkcja f:R?® — R jest ciagla,
(ii) dla dowolnych x,y € R funkcja f(z,y, ), czyli funkcja przypisujaca liczbie z liczbe f(z,y, z)
of

jest rézniczkowalna, jej pochodna 3= (z,y,2) jest ciagla,

(iii) dla dowolnych z,z € R funkcja f(z, ,z), czyli funkcja przypisujaca liczbie y liczbe f(z,y, 2)
jest rézniczkowalna, jej pochodna g—g(m, y,z) jest ciagla,

to istnieje liczba dp > 0 taka, ze dla kazdej liczby 6 € (0,dp) istnieje dokladnie jedna funkcja

v (g — 8,20 +0) — R? taka, ze v'(z) = f(z,v(x),7 (x)) dla z € (xo — d,20 + ), Y(z0) = %o

oraz v'(xg) = 2p.

O tym twierdzeniu nalezy mysle¢ tak: jesli w réwnaniu z” = f(¢,z,2’) funkcja f jest po-
rzadna i znane jest polozenie poczatkowe i predkosé¢ poczatkowa, to znana jest zaréwno przesziosé
jak i przyszlosé poruszajacego sie obiektu (méwimy tu majac na mysli ruch, ale mozna uzy¢é innej
terminologii zwiazanej z procesem innego rodzaju). Tego rodzaju twierdzenia whrew pozorom maja,
ogromne znaczenie praktyczne cho¢ nie podaja zadnej metody znajdowania rozwiazania. Pozwalaja,
jednak stosowaé nie do konca formalne rozumowania i jesli uda sie znalezé jakie$ rozwigzanie, to
na stwierdzenie, ze innych rozwiazain juz nie ma. Przykladowa sytuacja (modelowa): szukamy roz-
wiazania w jakiej$ postaci, np. quasiwielomianu, znajdujemy i skad wiadomo, ze innych nie ma?
Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznos$ci daje odpowiedz.

W przypadku réwnan wyzszych rzedéw analogiczne twierdzenie tez jest prawdziwe. Rézni sie
tym tylko, ze warunek poczatkowy obejmuje wiecej pochodnych (wszystkie az do przedostatniej).

W przypadku liniowych jednorodnych réwnan wyzszego rzedu o stalych wspolczynnikach dziata
ta sama zasada, ktéra opisaliémy dla réwnan drugiego rzedu. Stanie sie to wszystko jasne po roz-
wigzaniu pewnej liczby zadan.

Zadanka

1. Rozwiagzaé¢ rownania

* jedna z ulic w Warszawie nosi imie hr. J6zefa Marii Hoéhne-Wroriskiego
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a. 2’ —21' —3x=e;
b. 2 — 2z =2et —t2;

c. ' — bz’ 4+ dx = 4t%e?t;
d. 2" — 62’ +9x = t2e3t;
e. 2" —5x' + 4z = 4t%et;

f. 2’ + 22 — 3z = t2e!;

' +x = 4tsint;

' =22 +x=0, x(2) =1, 2/(2) = -2;
" +x=4te', 2(0) =4, 2/(0) = -3;

i 2’ +22 +2x=tet, £(0) =0, 2/(0) =0;

Fom

e
.

2. Znalezé rozwiazanie ogblne rownanias:

1° 2" — 62’ +4x2 =0; 2° " —8x' + 162 = 0; 3° 2 —62'+4=0;
4° " — 62’ + 132z =0; 5° 23 — 62" + 112’ — 62 =0; 6° 23 —x=0;
7° W — 62" + 42 =0; 8° 2@ — 22" 41 =0; 9° 2@ —420) 4 62" — 42’ + 2 = 0;
10° 2™ —220) 422" — 22" + 2 =0; 11° 2™ — 62" + 4z = 0;
3. Rozwiazaé rownanie
1° x”—2x’+m=%t 2° x"+3x'+2x:e,,—irl
3 2 +r=5 4° 2" 4+ 4x = 2tgt
5° 2/ 4+ 22 +x =3¢ t1+¢ 6° o +o=_1
7° 2" -2 +x=¢ 8° ' + 3’ + 2z = tet +t%e ! 4 3
9° 2" +x =sint +tcos2t 10° 2" + 4 = cos2t 4+ e~ 4
11° 2" +22' + x = 3t2e? 12° 2" + 2 =sint + tsin 2t + t2 cost.
13° 2™ —420) 4162’ — 162 = te 2. 14° 2@ 4+ 4203) 4 82" + 82’ 4+ 4 = e~ cost.

15° 2(6) + 1224 + 482" + 64z = 2cost.  16° 20 — 122(4) 4 482" — 64x = 2sin’t.
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