Roéwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych
I.Newton sformulowal podstawowe zasady dynamiki. Druga zasada dynamiki ma postaé¢ wzoru
F =ma.

F oznacza tu sile dziatajaca na cialo o masie m, a oznacza przyspieszenie tego ciata. Przyspieszenie
to druga pochodna potozenia w chwili ¢, oczywiscie przyspieszenie na ogét zalezy od czasu. Jest to
oczywiscie wielkosé wektorowa, wiec dlatego stosujemy ,thusty” druk albo strzaltke (to rzecz gustu).
Oznaczajac polozenie w chwili ¢ przez

x(t) = (21(t), z2(t), 23(t)) otrzymujemy a(t) = x"(t). W ogdlnosci sita jest wektorem zaleznym od
potozenia (np. grawitacyjna), predkosci poruszajacego sie ciala (np. tarcie) i czasu (np. zwiekszamy
lub zmniejszamy obroty silnika). Powinnismy wiec traktowaé wektor F jako funkcje zalezna od

zmiennych x, x’ oraz t. Wtedy druga zasada dynamiki przyjmuje postac
F(x(t),x'(t),t) = mx"(t).

7Z jednej strony wystepuje druga pochodna funkeji x, a z drugiej funkcja zalezna od x, x’ oraz t.
Zwykle naszym celem po napisaniu takiego réwnania jest znalezienie funkcji x — chcemy zbadaé
ruch, czyli méc powiedzie¢ w jakim punkcie w danej chwili znajduje sie poruszajacy sie obiekt.

Rownania tego typu nazywane sa rownaniami rézniczkowymi, w tym konkretnym przypadku
drugiego rzedu, bowiem w réwnaniu wystepuja pochodne drugiego rzedu niewiadomej funkcji, a
pochodne wyzszego rzedu juz nie.

Jedli rownanie nie daje sie rozwiagza¢, to mozemy probowaé przyblizy¢ rozwiazanie, czasem
przyblizy¢ réwnanie i rozwigzaé rownanie przyblizone w nadziei, ze jego rozwiazania przyblizaja,
rozwiazania wyjsciowego réwnania. Zagadnienia te sa trudne. W trakcie tego wykladu zajmowac sie
bedziemy jedynie najprostszymi typami réwnan rézniczkowych, ktére mozna rozwiazac.

W szkole uczniowie spotykaja sie na lekcjach fizyki z wahadlem matematycznym, poznaja prawa
jego ruchu. Zaczyna sie to wszystko od stwierdzenia, ze jesli x(t) oznacza kat o jaki wahadto odchy-
lone jest od pionu w chwili ¢, to speliona jest réwnosé z”/(t) = — sinz(t) . Zakladam tu, ze jednostki
sa tak dobrane, ze przyspieszenie ziemskie réwne jest 1, dlugo$é wahadla tez jest 1 i dlatego nie ma
zadnych wspdtezynnikow w rodzaju g, [, ... Nastepnie nauczyciel oswiadcza, ze poniewaz zajmu-
jemy sie jedynie sytuacja, w ktérej amplituda wahan jest matla, wiec mozemy przyjaé, ze sinx =~ x *,
co pozwala na zajecie sie réwnaniem z’/(t) = —xz(t) . To ostatnie daje sie latwo rozwigzaé, nauczymy
sie tego w nieodleglej przysztosci.

Mozna réwnanie z’(t) = —sinz(t) pomnozy¢ stronami przez z’(t), w wyniku otrzymamy

2" (t)x' (t) = —2'(t) sinz(¢) . Korzystajac z wzoru na pochodna zlozenia mozemy napisaé réwnosé

* Jedli f jest funkcja rézniczkowalng w punkcie p, to zachodzi réwnosé przyblizona f(p+h)=~f(p)+f'(p)h, te przy-
blizong réwnosé stosujemy tu dla f(z)=sinz, p=0. Zastepujemy wigc funkcje sinus funkcjg liniowsa.
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%([:c’(t)f)/ = (cos x(t))/. Wynika stad, ze funkcja 3 [z’ (t)}2 — cosxz(t) jest stala. Fizycy te funk-

cje zwykli nazywaé energia i dodajac, ze %[:c’ (t)]2 to energia kinetyczna, a —cosz(t) to energia
potencjalna. Nie ma wiec nic dziwnego w tym, ze suma energii kinetycznej i potencjalnej jest stala.
Oznaczmy te stala przez h. Moze ona przyjmowaé rézne wartosci, jednak nie moga, one by¢ mniejsze
niz —1. Jesli %[ac’(?f)]2 —cosz(t) = —1, to musi by¢ z'(t) =0 i cosz(t) = 1 dla kazdej liczby t.
Odpowiada to temu, ze wahadlo znajduje sie¢ w swym najnizszym polozeniu i nie porusza sie. Zaj-

miemy sie inna ciekawa z punktu widzenia autora tekstu wartoscia h, mianowicie przyjmiemy, ze

h = 1. Nasze réwnanie ma wiec teraz postac:

[ac'(t)]2 —cosz(t) =1

N =

Nie jest trudno odgadnaé jedno z rozwiazan. Funkcja stala z(t) = 7 spehlia to réwnanie. Roz-
wiazanie to odpowiada temu, ze wahadlo znajduje sie bez ruchu w swych gérnym polozeniu.
Oczywiscie tego rodzaju bezruch jest bardzo niestabilny i trudno go zrealizowaé¢ w praktyce. Prze-

piszmy réwnanie w postaci x’(t) = £1/2(1 + cosx(t)) = £1/4 cos? a(t) = +2cos &2 . Zajmiemy si¢

I(t)

réwnaniem z’(t) = 2sin . Przepiszemy je w postaci

_ ()

z(t) *
2 cos -5

Calkujac obie strony otrzymujemy

t+C:/1dt:/ﬂdtL@)/2:/ du :/ COSI.l'd;L z=sinu
2 cos £ du=z'(t)/2dt COs U 1 —sin“u dz=cosudu

dz 1 1 1 1 1|14z
/1722 2/(1z+1+z) ¢=5 (L2l +fl+2) =5 ‘

1—=2

2
1|14 sin %0 1 1+4sin2d (1 + sin ‘x(t))
=—ln|—2 |=-lhh——2- = 7
2 |1—sin (t) 27 1 _sin ﬂ 2 R (2)

Mozna wiec napisaé

62(”0):( +sma(t)) 7( + sin %)2:1+sin@.
COSQ@ 1—512% 1—sin¥
Stad wyznaczamy
) et 1 o)
Sin =~ = S 1 czyli z(t) = 2 arcsin SO 11

Bez trudu mozna stwierdzié, ze funkcja = jest na calej prostej (—oo,+00) $cidle rosnaca. Mamy
tez x(t)mﬂg = 7. Fizyczna interpretacja znalezionego rozwigzania jest nastepujaca: wahadlo
zostalo popchniete z taka sila, ze bedzie poruszaé sie z malejaca predkoscia w kierunku swego gérnego
polozenia, ale nigdy go nie osiagnie! W szczegdlnosci to rozwiazanie nie jest funkcja okresows,.

Rozwazony przyklad to szczegdlny przypadek rownania o zmiennych rozdzielonych



zapisywanego czesto niecatkiem precyzyjnie w postaci ' = f(t)g(x). Podamy bez dowodu twier-
dzenie, ktorego ogdlniejsza wersja zostanie podana pdzniej.

Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci dla ré6wnania o zmiennych rozdzielonych
Jedli funkcja f jest ciagla na przedziale («, 8), a funkcja g jest ma ciagly pochodna na przedziale
(a,b), to dla kazdej pary punktéw to € (o, 0), zo € (a,b) istnieje liczba 6 > 0 taka, ze na
przedziale (to — 0,t9 + 6) C (o, ) réwnanie /(t) = f(t)g(z(t)) ma dokladnie jedno rozwiazanie
z(t) spemiajace warunek z(to) = xg .

Rozwiazemy réwnanie 2'(t) = tz(t). Piszemy t = fc/((tt)) . Calkujemy obie strony wzgledem ¢.

Otrzymujemy 3t + C = [tdt = [ ;i((;)) dt = [4 = In|z|. Stad |z| = e - et’/2 i wobec tego

x(t) = Lec - et’/2 . Niech C1 oznacza dowolna, liczbe rzeczywista (dodatnia, ujemna lub 0 ) i niech

z(t) = Cyet’/2 . Ta funkcja jest rozwiazaniem réwnania a’(t) = ta(t) , co moima bez trudu sprawdzié
(z przeprowadzonych wczesniej obliczert wynika, ze tak jest dla C7 # 0). Innych rozwiazan nie ma,
bowiem funkcja ¢ jest ciagla na calej prostej (a nawet rézniczkowalna i to nieskoriczenie wiele
razy), funkcja x jest rézniczkowalna i jej pochodna, 1, jest ciagla (bo jest stala), wiec sa spelione
zalozenia twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci, zatem teza tez. Przyjmujac C; = a:oe_tg i
z(t) = Cret’/2 = zpet’/2710/2 otrzymujemy rozwiazanie spemiajace warunek x(tg) = o, a to
oznacza, ze innych rozwiazan juz nie ma.

Zajmiemy sie teraz réwnaniem ' (t) = W . Postepujac tak, jak poprzednio otrzymujemy
1= 20 zatem t+C = [dt = [ Oy [ s=dx = 323, zatem x(t) = (H'T‘)B

Wydawacé by sie moglo, ze rozwiagzaliSmy réwnanie, czyli ze znalezliSmy wszystkie jego rozwiazania.

Jednak tym razem mamy klopot. W tym przypadku f(¢) = 1, wiec funkcja f jest ciaglta a nawet
rézniczkowalna (bo jest stala), ale funkcja g(z) = V22 nie jest rézniczkowalna w punkcie 0. Mam w
nim pochodna, ale nieskoriczona. Zalozenia twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci nie sa, spelnione.

Bez trudu sprawdzamy, ze funkcja okreslona wzorami

t3
= dlax >0
t) =< 27 =
z(t) {0 dlax < 0

spelnia réwnanie #'(t) = {¢/x(t)?, funkcja tozsamosciowo réwna 0, tez spelnia to réwnanie, obie
przyjmuja warto$¢ 0 w punkcie t = 0 i oczywiscie nie pokrywaja sie na zadnym przedziale o srodku
w punkcie 0.

Zadania

Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego (t? — 1)z’ + 2t2? = 0, z(0) = 1.

Rozwiazaé réwnanie 2t%zz’ + 22 = 2.

Rozwiazaé réwnanie 2’ — tz? = 2tz .

Rozwiazaé réwnanie ' = cos(t — x). Mozna ewentualnie podstawi¢ y =z —¢t.

A

Rozwiazaé réwnanie ©’ = /4t + 2x — 1. Tu tez mozna co$ podstawié, ale co?
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10.

Rozwiazaé rownanie
Rozwiazaé rownanie
Rozwiagzaé rownanie
Rozwiazaé réwnanie

Rozwigzaé rownanie

(t+ 1)z’ +tx=0.
tr'z =1+ 22.

te' + =22, z(1) =

N=

' ctgt+a =2, x(0)=—1.
' —x=3t—-3, z(0)=0.
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