Roéwnania rézniczkowe — wstep
Zaczniemy od przypomnienia niektérych wlasnosci ukladéw réwnan liniowych. Omoéwimy to

tym razem na przykladzie. Rozwazymy ukiad

r—y+2z=1,
{Zm—i-y—i— z2=2, (nj)

8r+y+72=8.
Chcemy znalezé wszystkie rozwiazania tego ukladu réwnan, ktéry nazywany jest niejednorodnym.
Wielu studentéw w takiej sytuacji ma ochote na zastosowanie uniwersalnej metody, ktora ,zalatwia”

problem. W tym przypadku jest dosy¢ prawdopodobne, ze sprébuja oni zastosowaé¢ wzory Cramera.
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— odjeliSmy pierwszy wiersz pomnozony przez 2 od wiersza drugiego, pierwszy pomnozony przez
8 od wiersza trzeciego, po czym rozwineliSmy wyznacznik wzgledem pierwszej kolumny i wreszcie
wylaczyliSmy z pierwszego wiersza liczbe 3, a z drugiego — liczbe 9 i skorzystaliSmy z tego, ze
wyznacznik macierzy, w ktérej pokrywaja sie dwa wiersze, jest réwny 0. Poniewaz wyznacznik uktadu
jest rowny 0, wiec uklad moze nie mie¢ rozwigzan w ogole, a moze tez miec¢ ich nieskoriczenie wiele.

Zalézmy teraz, ze dwie tréjki (x1,y1,21) 1 (22, Y2, 22) sa rozwigzaniami ukladu (nj), tzn.

T1—y1+221=1, T2 —y2+222=1,
{2$1+y1+ 21=2, i {2932+y2+ 22 =2,
8r1 +y1+ 72 =8, 8xg +y2 + Tz2 = 8.

Odejmujac stronami pierwsze, drugie i trzecie réwnania otrzymujemy wzory:

(x1 —22) = (y1 —y2) +2(21 — 22) =0,
2(1 —w2) + (y1 —y2) + (21— 22) =0, (i)

8(1 — @2) + (y1 — y2) + 7(21 — 22) = 0.
Wykazalidmy wiec, ze w tej sytuacji tréjka (x1 — 22, y1 — Y2, 21 — 22) jest rozwigzaniem ukladu
(j), zwanego jednorodnym. Zauwazmy, ze jesli dwie tréjki liczb (u1,vi,wy1) 1 (ug,ve2,ws), czyli dwa

wektory, sa rozwigzaniami uktadu jednorodnego, a «,  dwiema liczbami, to réwniez tréjka (wektor)

(quy + Buz, avy + Bug, aw; + Bws), zwany kombinacja, liniowa wektoréw (up,vi,wi), (ug,ve,ws)
o wspolczynnikach «, 3 jest rozwiazaniem ukladu jednorodnego. Oznacza to, ze zbiér rozwigzan
ukladu jednorodnego jest przestrzenia liniowa. W rozpatrywanym przypadku sa to wektory pro-

stopadle do wektoréw (1,—1,2), (2,1,1) i (8,1,7). Poniewaz (8,1,7) = 3(2,1,1) + 2(1,—1,2),

wiec z prostopadloéci wektora (u,v,w) do wektoréw (1,—1,2) i (2,1,1) wynika jego prostopadlogé

do wektora (8,1,7) = 3(2,1,1) + 2(1,—1,2), by przekonaé si¢ o tym mnozymy skalarnie ostatnia

7 ’ 7 VRS . . ’ .
réwnosé przez wektor (u,v,w). Wektory (1,—1,2) i (2,1,1) nie sa réwnolegle, co wynika np. z
tego, ze ich iloczyn wektorowy (73,3,3; nie jest wektorem zerowym (zreszta réwnoleglosé wek-

toréw oznacza ich proporcjonalnosé ... ). Z tego, co napisaliémy wynika od razu, ze zbiér rozwiazan

1001



ukladu jednorodnego jest prosta przechodzaca przez (0,0,0), prostopadla do wektoréw m
i m 7 tego, co napisaliémy wynika, ze dla znalezienia wszystkich rozwigzan uktadu niejed-
norodnego wystarczy znalezé jedno jego rozwigzanie i wszystkie rozwigzania uktadu jednorodnego.
Widaé od razu, ze rozwigzaniem ukladu (nj) jest np. wektor O,T,()j Rozwiazaniami uktadu jedno-
rodnego sa wektory tm , t € R, bo sa one rownolegte do wektora m . Sa to wszystkie
rozwiazania tego uktadu, bo jedynie wektory réwnolegle do m sa, jednoczesnie prostopadle

do obu wektoréw (1, —1, 2) i(2,1,1). Wobec tego rozwiagzania ukladu niejednorodnego sa, postaci

(1,0,0) + t(—1,1,1) (innych rozwiazan uklad (nj) nie ma). Oczywiécie do tego samego rezultatu
mozna dojs$¢ na drodze czysto algebraicznej. Mozna np. potraktowaé¢ niewiadoma, z jako parametr
i znalez¢ wzory na x oraz y (tak zostalo to zrobione w czasie wykladu). Przekonamy sie niebawem,
ze opisane zjawisko wystepuje réwniez w innych sytuacjach, w ktoérych znajdowanie rozwiazan jest
mniej oczywiste.

Bedziemy zajmowaé sie rownaniem
2 (t) = kx(t),

w ktérym k oznacza dana liczbe, a x poszukiwang funkcje zmiennej ¢ . Nie jest trudno zauwazy¢, ze
funkcja e** jest rozwiazaniem tego réwnania. Oczywidcie nie jedynym. Jedli pomnozymy te funkcje
np. przez /11, to tez otrzymamy rozwiazanie. Ogélnie funkcja Ce** jest rozwigzaniem réwnania
2/ (t) = kx(t) dla kazdej liczby C', bo (Cekt)/ = kCe** . Wykazemy, ze innych rozwiazan to réwnanie
nie ma.

Jesli a/(t) = ka(t), to (z(t)e™) = 2/ (t)e™™ — x(t)ke ™ = ka(t)e ™™ — z(t)ke ™ = 0 dla

kazdej liczby ¢. Oznacza to, ze funkcja (t)e

jest stala na przedziale, na ktérym jest okreslona
(zakladamy, ze dziedzina funkcji z jest pewien przedzial). Oznaczajac wartosé funkcji x(t)e k¢
przez C otrzymujemy réwnoséé z(t) = Cek! . Wykazali$my, ze odgadniete rozwiazania sa jedynymi.
Przy okazji mozemy zauwazy¢, ze rozwiazania te tworza jednowymiarows, przestrzen liniowa,

Teraz zajmiemy sie rOwnaniem
2/ (t) = —3xz(t) +sint. (njr)

Podobnie jak w przypadku rozpatrywanego poprzednio uktadu réwnan liniowych mozemy zauwazy¢,

ze jedli funkcje 1 1 xo speliaja réwnanie (nj), to ich réznica u = x; — z2 spelnia réwnanie

u'(t) = —3ult). (jr)

Mamy bowiem
u'(t) = (:cl(t) - xg(t))/ =21 (t) — 25(t) = —3z1(t) + 3z2(t) = 73(1’1@) — 9 (t)) = —3u(t).

Mozemy wiec postapi¢ podobnie jak w przypadku réwnania (nj): zgadnaé jedno rozwigzanie i dodaé
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do niego wszystkie rozwigzania réwnania (jr). W réwnaniu (njr) wystepuje funkcja sinus. Mozna
wiec sprébowaé znalez¢ liczby A, B tak, by funkcja A cost+ Bsint okazala sie rozwigzaniem réwna-
nia (njr). Podstawiamy xz(t) = Acost + Bsint i otrzymujemy
—Asint + Bceost = —3[Acost + Bsint]| +sint = —3Acost + (1 — 3B)sint.

Wystarczy wiec wybraé liczby A, B tak, by —A =1—-3B i B = —3A. Rozwiazujac ten uklad
rownan liniowych z niewiadomymi A, B otrzymujemy: A = —1—10 iB= %. Przekonalismy sie, ze
funkcja 1 (t) = —15 cost + 1% sint jest jednym z rozwiazani réwnania z’(t) = —3z(t) +sint. Wiemy
juz, ze wtedy funkcja x — x1 spelnia réwnanie u'(t) = —3u(t), zatem istnieje liczba C' taka, ze
z(t) —z1(t) = Ce™ dla kazdej liczby ¢, czyli z(t) = — 15 cost+ = sint + Ce 3", Zgadujac i poma-
gajac sobie rozumowaniami ograniczajacymi zbiér rozwiazan do odgadnietych funkcji rozwigzalismy
réwnanie rozniczkowe. W przysztosci sformulujemy twierdzenia opisujace rozwiazania najprostszych
réwnan rézniczkowych, ktérych na razie nie zdefiniowaliémy, ale wstepnie mozemy powiedzieé, ze sa
to rownania, w ktorych niewiadoma, jest funkcja i w ktorych pojawia sie zaréwno funkcja jak i jej
pochodna.

Na zakonczenie pokazemy jeszcze jeden sposdb postepowania umozliwiajacy rozwiazanie rowna-
nia rézniczkowego niejednorodnego (njr) po rozwiazaniu réwnania (jr). Mozemy szukaé rozwiazania

3t

w postaci c(t)e™3. Ma to sens, bo funkcja e~ nie przyjmuje wartosci 0, wiec mozna zdefiniowaé

c(t) = j—(g)t = x(t)e3t . Podstawiajac te funkcje do réwnania (njr) otrzymujemy réwnosé
[c(t)e_?’t]/ = —3c(t)e 3 +sint.
Po zrézniczkowaniu lewej strony i redukcji otrzymujemy
d(t)e 3t — 3e(t)e 3t = —3c(t)e 3t +sint,

e 3 =sint, tzn. (t) = e¥sint. Wystarczy wiec znalezé [ €3 sintdt. Scatkujemy dwu-

czyli ¢(t)
krotnie przez czesci:

[e*tsintdt = e¥sint — £ [ costdt = e sint — e cost — 5 [ sintdt.
Otrzymalismy réwnanie w ktérym niewiadoma, jest poszukiwana catka. Mozemy je przepisaé w po-
staci

Y [eStsintdt = e sint — 1 [ €3 costdt = e sint — e cost + ¢,
gdzie ¢ oznacza pewng stala. Mnozac przez % otrzymujemy
[e3tsintdt = 3e¥sint — e cost + c.

3 3t
10

3t 3

ios 13t =3t _ 3 qint_— L —3t
sint i0€ cost—&—c}e —losmt 10cost—i—ce

Wobec tego mozemy napisaé, ze funkcja [
jest rozwiazaniem réwnania (njr).
Metoda zastosowana przed chwila jest nazywana uzmiennianiem stafej, bo w rozwiazaniu réw-
nania jednorodnego zastepujemy stalg przez funkcje, co sprowadza rozwigzywanie réwnania réznicz-
kowego do catkowania.
Uwaga

Réwnanie a'(t) = ka(t) pojawia sie w wielu sytuacjach. Np. Jesli przyjmiemy, ze ¢ oznacza czas,
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z(t) mase substancji promieniotwérczej w chwili ¢ i ze ubytek masy jest proporcjonalny do masy
w danej chwili i czasu oraz, ze k jest wspdlczynnikiem proporcjonalnosci, to mozemy napisaé, ze
x(t + At) — z(t) = kx(t)At, a raczej, ze x(t + At) — z(t) ~ kx(t)At, czyli W ~ kx(t),
przy czym przyblizenie jest tym doktadniejsze im, At jest mniejsze. W granicy otrzymujemy
2 (t) = A@rgow = ka(t).

Oczywiscie w opisanej sytuacji k oznacza liczbe ujemna. Podobny rezultat otrzymaé¢ mozna roz-
patrujac np. dlugosé preta metalowego jako funkcje temperatury z tym, ze w tym przypadku k
oznaczal bedzie liczbe dodatnia. W obydwéch przypadkach w opisie matematycznym wystepuje
funkcja wykladnicza. Wystepuje ona réwniez wtedy, gdy interesuje nas liczebnos¢ jakiej$ populacji

jako funkcja czasu, przy zalozeniu, ze warunki zycia sa niezmienne w czasie. B
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