Szeregi liczbowe

1 Warunek konieczny zbieznosci szeregow

o0
Twierdzenie 1 Jezeli szereg > a, jest zbiezny, to lim a, = 0.

n=1 n—oo

Korzystajac z warunku koniecznego wykaza¢ rozbieznosé szeregdw:

L > (24 L)cosi.
W naszym przypadku mamy a,, = (2 + %) cos% i stad

. 1 1
lim (2+)cos:2~0050:27é0.
n n

n—oo

2. Y (=1)"ntan L.
Zauwazmy, ze dla n = 2k mamy

1 sin = 1
lim (—1)%* 2k tan — = i 2k o5 — =1
A DN
—1 -1
zasdlan =2k +1
) 1 tan =-t—
lim (—1)*" (2k + 1) tan = — lim — 2L — 1

. . . n 1 . . . .
co oznacza, ze granica lim,, o, (—1)" ntan .- nie istnieje.
3. Do samodzielnego opracowania:

a) n/l,

n’

b) > cos (nm) (Z—ig)n .

2 Kryterium poréwnawcze

Twierdzenie 2 Zaldzmy, ze dane sg ciggi o wyrazach nieuwjemnych (ay) i (by,)
spetniajgce warunek:

TrenVnzt  an < by.

Wowczas:
1) Jesli szereg > by, jest zbieiny, to szereg Y a, jest zbieiny.
2) Jesli szereg > ay, jest rozbieiny, to szereg > by, jest rozbiezny.



Zbadaé zbieznos¢ szeregow:

1. Z(\/nz—l—Q—n).

Zauwazmy, ze mamy oszacowanie:

2 2 2 2

n?+4+2—n=

> = ==
VnZ4+24n " Vn?24+3n24n Vian24+n  3n

Poniewaz szereg > % jako harmoniczny rzedu 1 jest rozbiezny, wiec badany
szereg tez jest rozbiezny.

2. Z(m—n)

W tym przypadku mamy:
(Vn®+4—-n) <3 (n3+4)2+n\/3n3+4+n2>

V(03 +4)% +nd/n® + 4+ n?2

vynd3+4—n=

_ nd+4—nd
/(3 +4)% + ny/nd + 4+ n2
4 4

V(344 +ndmd +a4n2 "

Poniewaz szereg > % jako harmoniczny rzedu 2 jest zbiezny, wiec badany
szereg tez jest zbiezny.

3 In(n+2)
ey iy Ny
Poniewaz dla wszystkich « > 0 zachodzi nieréwnos¢ Inz < x, wiec
In(n+2) < n+ 2 n+n 2

W n R s AT D) S niyn e

Zatem ze zbieznosci szeregu > | # wynika zbiezno$¢ szeregu > %
1 1
4. 3 NG E
Zauwazmy, ze skoro lim cos% = 1, to dla pewnego k € N zachodzi
n—oo

warunek: cos% > % dla n > k. Dostajemy stad

1 1 1 1
Vit D) 0 S (D) © o (Unt O
1 1

T A4/nn b6

Z rozbieznodci szeregu » 4n+/5 wynika wiec rozbiezno$é szeregu

COS l.
n

1
2 v ¥n+1)



5. Y sin (vVn+1—y/n)tani.

Zauwazmy najpierw, ze

1
lim vn+1—+/n)= lim —— =0

Ponadto dla = € [0, %] zachodza nieréwnosci

<sinz <z <tanz < 2z. (1)

|8

Wynika stad, ze vn+1—+/n = m < 7§ oraz % < Fdlan >k,
gdzie k € N. Mamy wiec oszacowanie

1

1 1
sin (Vn+1—+/n)tan — = sin ——— tan —
( Vi) n vn+14++/n n
1

1
NS ER P

Ze zbieznosci szeregu > ﬁ wynika zbieznosé szeregu > sin (vn + 1 — /n) tan 1.

=T

P 1
6. Z Sin W tan ﬁ
Korzystajac z nieréwnosci (1) dostajemy
1

. 1 1 1 1
Y R R T TN S A T Sy R Ao

Z rozbieznosci szeregu y ﬁ wynika rozbieznosé > sin n71 tan ﬁ

>
-2

7. Do samodzielnego opracowania:
a) > sin %;
b) 3 (VAn? +1 — 2n) sin ﬁ;

) > s sin’ nl;

) Z ln(n2+2) '

o

[N

3 Kryterium d’Alemberta

Twierdzenie 3 Zaloimy, zZe a, > 0 dlan € N 1 istnieje granica

. An+1
g= lim ntl
n—o0 an

Wowczas:

1. Jesli g < 1, to szereg > a, jest zbiezny.

2. Jesli g > 1, to szereg Y ay, jest rozbieiny.



Zbadaé zbieznos¢ szeregow:

-
Ly

W tym przypadku mamy

3n 3n+1
anzav An41 = (TL+1)',
i stad
n.,.3.nl .n!
TS S TR A A U PO L L SN . S SO

Korzystajac z twierdzenia d’Alemberta wnosimy, ze szereg > 97’7, jest zbiezny.

2. o
Mamy
n" (n+ 1)7L+1
an = R an = T\
n! T+ 1)
oraz
lim Ap 1 — lim (n+ 1)n+1 .l ~ lm (n + l)n (nJr 1) .n!

1 n
— lim (”+ ) e,
n— 00 n

n . . .
a zatem szereg ) " jest rozbiezny.

n—1)! 1.3"
3. Z(L 1)(52—)&-‘3) 3 )

W tym przypadku

. ~(n—=1)!(n+3)!-3" " ~ nl(n44)- 3+t
" (2n)! ’ T T2+ 1)

oraz

lim nl(n+4)!-3"-3-(2n)!

n—oo (n — 1) (n+3)!- 3" (2n + 2)!

~ fim m=1ln-(n+3)!-(n+4)-3-(2n)!

~ nmoo (n— 1) (n+3)!(20)! (2n + 1) (2n + 2)

~ fim 3n-(n+4) _§<1

S nooo 2n+1)(2n4+2) 4
a wiec szereg » W jest zbiezny.



4. ZQW_

(n+1)!
Mamy
vn—+3 2v/n +4
Qp = P n
(n+1)! T 4 2)
i stad

. n+4 (n+1)
= lim
n—oo \ n+ 3 (n—l—l) (n+2)
TR A S P
n—oo \ n+3 n+2
a zatem szereg 2(nv:1+)i|’> jest zbiezny.
(nh~3"
5. > (2n)‘ .
Mamy
(n!)? 3" ((n 4 1)) 3+l
an = T e\ an = 5 . avu_
(2n)! 1 (2n +2)!
i stad

12 2g9n g, |
lim Gny1 _ lim (n)* (n+1)73"-3-(2n)!

n—oo a,  mn—oo (2n)!(2n + 1) (2n + 2) (n!)? 37

. 3(n—|—1) 3
= lim =-<1,
n—oo (2n+1)(2n+2) 4

a wiec szereg Z Jest zbiezny.

(2n)’
6. Do samodzielnego opracowania:
a) Z (3n+1)3 .
(57+1)27?
b) 2" n! .

nn

n)In!2"
c) 2 (2(§n)!2 :

4 Kryterium Cauchy’ego
Twierdzenie 4 Zalézmy, zZe a, > 0 dla n € N i istnieje granica

g= lim a,.

n— oo

Wowcezas:



1. Jedli g < 1, to szereg > ay, jest zbiezny.
2. Jesli g > 1, to szereg Y a, jest rozbiezny.
Zbada¢ zbieznos¢ szeregow:

LY (2=2)"

W tym przypadku mamy

n—2 n?
= (")
n

2
. _9 n _9 n
lim /a, = lim (n ) = lim (n )

n— oo n— oo n

n _2
2\ 2 1
= lim ((1—) ) =5 <1,
n—00 n €
n—2

2
a wige szereg Y (2= )n jest zbiezny.

2. S (VP +6n+2-n—1)".

Mamy

i stad

n
an = (\/n2+6n+2—n—1)

i stad

lim /a, = lim ¢ (\/n2+6n—|—2—n—1)

n—oo n—oo

= lim (\/n2+6n—|—2—n—1)

n—oo
o nP4+6n+2—-n2-2n-1
= lim
n—oo 2 +6n+2+n+1
4 1 4
Jim nt — 29,
n—oo\/n2+6n+24+n+1 2
a wiec szereg » (\/ n>+6n+2—n-— 1)” jest rozbiezny.

3. Z (arctann)™ )

on

Mamy
. n
_ (arcsinn)
ap = T
i stad
. n .
. n/(arcsinn) . arcsinn 7
lim {/——— = lim =—- <1,

arctann)”

a wiec szereg > ( o jest zbiezny.



4. Do samodzielnego opracowania:
1009971 .
a) oo
in
2n+1 )
b) > (32+2) g
) X (¥n—1)".

5 Kryterium Leibniza
Twierdzenie 5 Zaldimy, ze (ay) jest ciggiem liczbowym takim, Ze

1. lim a, =0,
n—oo

2. od pewnego miejsca k cigg (|an|) jest monotoniczny, tzn.

|an| > |lln+1|, dla n>k.

Wéweczas szereg Y (—1)" ay, jest zbieiny.

Zbadaé zbieznosé¢ szeregdw:
LY (=1)" e
W naszym przypadku

n

an:m.

Oczywiscie nler;O a, = 0. Pokazemy, ze ciag (a,) jest malejacy.
n n+1

P+l (1?41
nn+1)7°+n—(n+1)(n+1)

(n? + 1) ((n +1)%+ 1)
nd+2n2+2n—n®—n?—-n-1

(n2 +1) ((n +1)° + 1)

n?+n—1

= 5 >0 dlan € N.
(n2 +1) ((n+1) +1)

Ap — Apy1 =

Wynika stad, ze a,, > a,4+1 dla wszystkich liczb naturalnych n. Ostate-
cznie szereg Y (—1)" % jest zbiezny.

o
2. > cos(nm)sin NCESh

Zauwazmy, ze cos (nm) = (—=1)" i




Mamy przy tym

lim a, = lim sin
n— oo n— o0 n 4+

=sin0=0.
1

Ponadto ciag (a,) jest malejacy, bowiem

n<n-+1
J
vn<vn+1
3

<

n +

ik

U sin jest funkcja rosnaca na [0, g]

- 3

sin

< sin —,

vn+1 Vn
czyli an41 < a,. Ostatecznie szereg > cos (nm) sin ﬁ jest zbiezny.

3. Do samodzielnego opracowania:
a) Yosin ((n+ 1) 7);
b) (=1 In (=),

6 Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa
Zbadaé zbieznosé i bezwzgledna zbieznosé szeregdw:

1. Y J5sinn.
Zauwazmy, ze

1 . 1 | . |< 1
—sinn| = — [sinn| < —.
n? n? n?

Poniewaz szereg » % jest zbiezny (jako harmoniczny rzedu 2), to na mocy
kryterium poréwnawczego szereg » |# sin n| jest zbiezny. Zatem szereg

n—lg sinn jest bezwzglednie zbiezny.

2 (1)

Mamy
n+1 n+1 n n
-1 = < <—===.
‘( ) n3—1’ nd—1-"nd-17" 20 n?

Poniewaz szereg > 2 jest zbiezny, wiec na mocy kryterium poréwnawczego
szereg Y (—1)" Bt jest bezwzglednie zbiezny.



Mamy
n 11 | 1
(-1)" ——=sin—| = sin — >
vn+1 NG vn+1 Vvn T 2ynyn+1

> = .
T 2ynvn+n 2v2n
1

Poniewaz szereg > 3om jest rozbiezny, wiec na mocy kryterium poréwnawczego

jest tez rozbiezny.

szereg ‘(—1)” \/%H sin ﬁ
Oznaczmy teraz

i

Oczywiscie lim a, = 0. Latwo tez wykazaé, ze ciagi o wyrazach —=
n— 00 n+1

sin ﬁ odpowiednio, sa malejace. Stad ich iloczyn, a wiec ciag (a,), jest
n__1

malejacy. Na mocy kryterium Leibniza szereg > (—1) 7 Sin ﬁ jest

zbiezny.

14" .
Y % sinn.
Zauwazmy, ze

(n+1)4 sinn’ < (n+1)4 .
n! n!
Oznaczajac
0 — (n+1)4
n!
dostajemy
n 2)-4™ -4 .- n!
lim Gntl _ lim (n+2) n

n—oo  ay n—oo (n+1)-47-nl-(n+1)

4 2
im 12 +2)
n—oo (n 4 1)

=0<1

Z kryterium d’Alemberta wynika wiec, ze szereg > %
w konsekwencji szereg > (n+1)4%
n:

jest zbiezny i

sinn jest bezwzglednie zbiezny.

. Do samodzielnego opracowania:

a) 30 (—1)" R,
b) 3 L gin2 1,

¢) ¥ (~1)




7 Przedzial zbiezno$ci szeregu potegowego

Wyznaczy¢ przedzialy zbiezno$ci nastepujacych szeregdw:

n! n
1.3 CTESy A
Obliczamy promien zbieznosci szeregu:

w n! e (n+1)!
" @2n+ 1) T 2n 4 3)!
Stad
| |
4= lim Unt1| _p (n+ 1! (2n+1)!
— m nl(n+1)(2n+1)!

n—oo (2n+ 1)1 (2n + 2) (2n + 3) n!
. n+1

lim

n—oo (2n +2) (2n + 3)

W takim razie promien zbieznosci szeregu jest réwny oo, co oznacza zbieznosc
!
szeregu » Gt dla dowolnego € (—00,00).

\ ,
2. 3 CEsyI (—2x)".
Wyznaczamy promien zbiezno$ci:

n! o (=2)"
anp = ——(-2)" = .
(n+1)! n+1
Stad
3 n/ . n 2n . 2
i promien zbieznosci jest réwny r = %, co oznacza zbieznos¢ szeregu
> (n%'l), (—22)" dla z € (—3,3). Zbadamy teraz zbieznos¢ szeregu w
krancach otrzymanego przedziatu, tzn. dla x = —% ix= %
o = f%; wtedy

n! n 1
2 e B =2

i jest to szereg rozbiezny (jest poréwnywalny z szeregiem harmon-
icznym rzedu 1).

o = %; wtedy




Oznaczmy

Wéwezas lim a,, = 0, oraz ciag (a,) jest malejacy; istotnie:

n—oo

n+1l<n+2
U

1 < 1

n+2 n—+1
(8

Upy1 < Qp,.

Z twierdzenia Leibniza wynika wiec, ze szereg (;i)ln jest zbiezny.
11

Ostatecznie szereg > (n%&)' (—2z)" jest zbiezny w przedziale (—3, 3.

272
1 n
3. 2. 7y (tanw)”.
Wyznaczmy promient zbieznosci:

1
pn = .
vn+1
Stad
lim |2t vRt2
n—oo | Gy n—oo \/n + 1 ’

co oznacza, ze promien zbieznosci jest réowny 1. Wynika stad, ze sz-

ereg > nl - (tanz)" jest zbiezny dla tych z, dla ktérych jest spelniony

warunek [tanz| < 1.

1
n+1 1
(bo jest poréwnywalny z szeregiem harmonicznym rzedu 3).
="

N ktoéry jest zbiezny

e jesli tanz = 1, to dostajemy szereg >

i jest to szereg rozbiezny

e jedli tanx = —1, to otrzymujemy szereg »

(na mocy kryterium Leibniza).

Ostatecznie szereg > \/nl? (tanz)" jest zbiezny dla x spetiajacych

warunek

—1 <tanz < 1,

czyli dla

*%+k7r§:c<g+k7r, ke Z.

11



4.3 g 2z —1)"

5. Do samodzielnego opracowania:

a) >on!(2z —1)"

n+1 -

) 3n2+4 7( )
n+1 (2z)"
C) Z( ) \ 712+2n’
q) Y )G




