
Zestaw 11.
Ci ¾ag÷óśc i ró·zniczkowalnóśc funkcji wielu zmiennych:

Zadanie 1. Przedstawíc gra�cznie dziedziny (naturalne) podanych funkcji:

a) f (x; y) = 1
(x�2)(y+1) b) f (x; y) = logx2+y2

�
4� x2 � y2

�
c) f (x; y) = 4

p
xy d) f (x; y) =

p
ln cos (x� y)

Zadanie 2. Zbadác ci ¾ag÷óśc podanych funkcji:

a) f (x; y) =
�
1�

p
x2 + y2 dla x2 + y2 < 1

x2 + y2 � 1 dla x2 + y2 > 1

b) f (x; y) =
�
x+ y dla x > 0p
x2 + y2 dla x 6 0

c) f (x; y) =
� xy

x2+y2
dla (x; y) 6= (0; 0)

0 dla (x; y) = (0; 0)

d) f (x; y) =

(
ex
2+y2�1
x2+y2

dla (x; y) 6= (0; 0)
1 dla (x; y) = (0; 0)

Zadanie 3. Wyznaczýc pochodne cz ¾astkowe pierwszego rz¾edu funkcji f w punkcie
(0; 0):

a) f (x; y) = (x+ 1)y+1 ; b) f (x; y) =
� xy

x2+y2
dla (x; y) 6= (0; 0)

0 dla (x; y) = (0; 0)
.

c) f (x; y) =
p
x2y; d) f (x; y) =

�
x2 + y2 dla xy = 0
1 dla xy 6= 0

Zadanie 4. Zbadác ró·zniczkowalnóśc podanych funkcji we wskazanch punktach:

a) f (x; y) = x2 � y2, (x0; y0) = (1;�2) ;

b) f (x; y) = 3
p
xy, (x0; y0) = (0; 0) ;

c) f (x; y) =

(
xyp
x2+y2

dla (x; y) 6= (0; 0)
0 dla (x; y) = (0; 0)

, (x0; y0) = (0; 0) ;

d) f (x; y) =
� �

x2 + y2
�
sin 1

x2+y2
dla (x; y) 6= (0; 0)

0 dla (x; y) = (0; 0)
, (x0; y0) = (0; 0) .
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Zadanie 5. Zbadác, czy dla podanych funkcji zachodzi: @2f
@x@y (0; 0) =

@2f
@y@x (0; 0).

a) f (x; y) =

(
x2y3

x2+y2
dla (x; y) 6= (0; 0)

0 dla (x; y) = (0; 0)
;

b) f (x; y) =

(
xy(x2�y2)
x2+y2

dla (x; y) 6= (0; 0)
0 dla (x; y) = (0; 0)

;

c) f (x; y) = 3
p
x6 � 8y3.

Zadanie 6. Obliczýc pochodne cz ¾astkowe @z@x oraz
@z
@y podanych funkcji z÷o·zonych:

a) z = f (u; v) = ln u
v+1 , gdzie: u = x sin y i v = x cos y;

b) z = f (u; v; w) = arcsin u
v+w , gdzie: u = e

x
y , v = x2 + y2 oraz w = 2xy.

Zadanie 7. Niech ' oraz  b¾ed ¾a dowolnymi funkcjami maj ¾acymi pierwsz ¾a i drug ¾a
pochodn ¾a. Uzasadníc, ·ze okréslona poni·zej funkcja f spe÷nia podane rów-
nanie:

a) f (t; x) = ' (x+ at) +  (x� at), @
2f
@t2

= a2 @
2f
@x2
;

b) f (x; y) = x'
� y
x

�
+  

� y
x

�
, x2 @

2f
@x2

+ 2xy @2f
@x@y + y

2 @2f
@y2

= 0.

Zadanie 8. Obliczýc przybli·zone wartósci podanych wyra·zeń:

a) arctg 0;9p
4;02

b) 1; 01 sin
�
�
6 + 0; 1

�
c) 0; 981;01 .
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