Funkcje wielu zmiennych —ciaglos¢

Do tej pory zajmowalismy si¢ funkcjami jednej zmiennej. W wielu zagadnieniach
inzynierskich, wystepuja wielkosci zalezne od wielu czynnikéw, co prowadzi do
rozpatrywania funkcji wigcej niz jednej zmiennej. Okazuje sig, ze wygodnie jest traktowac
pary liczb rzeczywistych jako punkty plaszczyzny (na ktorej ustalony zostat uktad
wspotrzednych prostokatnych). Analogicznie trojki liczb rzeczywistych traktujemy jako
punkty przestrzeni trojwymiarowej, w ktorej ustalony zostal uktad wspotrzednych
prostokatnych. To podejscie jest tak wygodne, ze przenosimy je na przestrzenie o wigkszej
liczbie wymiarow: czworki liczb rzeczywistych tworza przestrzen czterowymiarowa, piatki-
pigciowymiarowa, itd. W matematyce rozpatrywane sa rowniez przestrzenie nieskonczenie
wymiarowe, jednak ta tematyka wykracza poza zakres niezbedny studentom pierwszego roku
Politechniki, wigcej o nich w dalszym ciagu mowy nie bedzie.

Definicja k — wymiarowej przestrzeni kartezjanskiej (euklidesowej)

k wymiarowa przestrzenia kartezjanska nazywamy zbior wszystkich k-elementowych ciagow
liczb rzeczywistych (x,,x,,...,x,). Oznaczamy ja symbolem R*. Piszemy xeR* wtedy i

tylko wtedy, gdy x=(x,,x,,..,x,), tzn. gdy x jest k-elementowym ciagiem liczb

rzeczywistych. Elementy przestrzeni R* nazywamy punktami przestrzeni k-wymiarowej lub
wektorami.(w tym drugim przypadku myslimy o wektorze, ktérego poczatkiem jest punkt
0=(0,0,...0), a koncem interesujacy nas punkt).

Definicja standardowego iloczynu skalarnego w R"

Wielkos$¢ x,y, +x,y, +...+ x,y, nazywamy iloczynem skalarnym wektorow x =(x,,x,,...,X,)

oraz y =(¥,,¥,,-.-»¥,) 10znaczamy symbolem x-y.
Definicja normy indukowanej przez iloczyn skalarny

Norma wektora x € R* indukowana przez iloczyn skalarny - nazywamy liczbe ||x|| =X X.

Te¢ normg czgsto nazywamy euklidesowa.

Podstawowe wlasnosci normy

a. dla dowolnych x,y € R* zachodzi ||x + y|| < ||x|| + ||y|| - nieréwno$¢ trojkata,

b. dla dowolnego wektora xeR" i dowolnej liczby ¢eR zachodzi ||tx|| = |t|||x|| -
jednorodnos¢ normy,

¢. dla dowolnego x € R* zachodzi nieréwnoéé ||x|| >0 przy czym roOwno$¢ ma miejsce
wtedy 1 tylko wtedy, gdy x=0,

d. dla dowolnych x,y € R* zachodzi nieréwno$é¢ Schwarza: ||xy|| S||x||||y|| przy czym
rowno$¢ ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje liczba ¢ > 0 taka, ze x =ty lub
y =X, tzn. gdy wektory x oraz y sa zgodnie rownolegte.



Dowodd Najpierw wykazemy nierdwnos¢ Schwarza. d.

Definiujemy wielomian kwadratowy
(@ +a,’ +..+a ) =2(ab +ab,+..+ab, )i+’ +b’ +..+b}) =
=(at—b) +(at—b,) +..+(at+b,)
Przyjmuje jedynie nieujemne wartoéci, wigc jego wyréznik ( popularna A =b>—4ac) jest
mniejszy od 0, to wtasnie jest nierownos$¢ Schwarza.
Czgsci b. i ¢. wynikaja wprost z definicji normy. Trzeba jeszcze wykaza¢ nierowno$¢ trojkata.
Marm (||X||+2 vh? - lx-vI - [l + 20+ Iy = e - (x4 v) =
=[x+ 20yl + Il = e x e xey 4y x4y -y = 2] ] - 2%y 2 0.

Ostatnia nierdwnosci jest bezposrednim wnioskiem z nieréwnosci Schwarza. Dowdd zostat
zakonczony.

Przypomnijmy jeszcze, ze iloczyn skalarny wektoréw na ptaszczyznie to iloczyn ich norm,
czyli dlugosci 1 kosinusa kata jaki tworza. Studenci nie znajacy tej definicji moga postuzy¢ si¢
twierdzeniem kosinuséw dla udowodnienia go. Je$li rozszerzymy t¢ interpretacje na
przestrzenie o wigkszej liczbie wymiarow, to wtedy nierowno$¢ Schwarza oznacza¢ bedzie,
ze warto$¢ kosinusa migdzy wektorami jest mniejsza lub roéwna 1 przy czym warto$¢ 1 jest
osiagana jedynie wtedy, gdy kosinus kata migdzy wektorami rowny jest 1, czyli gdy miara
kata miedzy wektorami rowna jest 0 ( wektory sa zgodnie réwnolegte).

Definicja kuli k-wymiarowej

Kula otwarta o $rodku w punkcie p 1 promieniu »>0 nazywamy zbidr
B(p,r)={xeR": ||x —p|| <r}, kula domknigta o $rodku p 1 promieniu 7 >0—zbidr
B(p,r)={xeR* x—p| <7}

Jednowymiarowa kula otwarta o $srodku w punkcie p € R i promieniu » >0 jest przedziat o
srodku w punkcie p i dtugosci 2r. Jednowymiarowa kula domknigta o srodku w punkcie p 1
promieniu >0 to przedzial domknigty o srodku w punkcie p i dlugosci 27. W tym samym
wymiarze kula domknigta r6zni si¢ od otwartej ( o tym samym $rodku i promieniu) jedynie
dwoma punktami. Jasne jest, ze dwuwymiarowa kula otwarta o érodku p € R’ i promieniu
r >0 jest koto o §rodku p bez punktéow ,,brzegowych”, tj. bez punktow, ktérych odlegtosé od
p jest dokladnie réwna r. Kula domknigta o $rodku p 1 promieniu »>0 to koto z
,brzegiem” o §rodku p i promieniu r. Trojwymiarowa kula otwarta to po prostu kula bez

punktow brzegowych, a kula domknigta to kula z punktami brzegowymi. Wida¢, ze nazwy
motywowane sa terminologia stosowana do przestrzeni trojwymiarowej. Mimo, ze moze
komu$ wydawac si¢ $miesznym nazywanie przedzialu kula,, to jednak warto zaptaci¢ taka
cen¢ za jednolita terminologi¢ stosowana do przestrzeni réznych wymiaréw, to ulatwia
formutowanie twierdzen jak i ich dowodow.

Definicja zbioru otwartego



Zbidér G nazywamy otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu p € G istnieje
liczba dodatnia r taka, ze B(p,7) c G.

Jasne jest, Ze cata przestrzen jest zbiorem otwartym, w tym konkretnym przypadku mozna
przyjac¢ np. r =2004. Réwniez zbior pusty jest otwarty. Wynika to stad, ze jesli poprzednik
implikacji jest falszywy (czyli ped), to z tej nieprawdy juz wszystko wynika w
szczegoOlnosci istnienie liczby » > 0. k-wymiarowa kula otwarta jest zbiorem otwartym: jesli
qeB(p,r) to przyjmujac p=r —||q -p|, otrzymujemy B(q,p)<B(p,r), bo jesli

[x=dl <p. to [x—p|<[x-af+|a-p| <o+
przedziat otwarty jest otwartym podzbiorem prostej, natomiast odcinek bez koncow otwartym
podzbiorem plaszczyzny nie jest, bo przeciez zaden jego punkt nie jest S$rodkiem
dwuwymiarowej kuli, czyli kota zawartego w tym odcinku, odcinek przeciez zadnego kota
nie zawiera. Widzimy wigc, ze to czy zbior jest otwarty, czy tez nie-zalezy nie tylko od
samego zbioru, lecz rowniez od tego z jakiego z jakiego punktu widzenia jest on
rozpatrywany. Trdjkat otwartym podzbiorem ptaszczyzny nie jest, bo zadne koto o srodku w
punkcie lezacym na boku trojkata zawarte w trojkacie nie jest. Natomiast trojkat bez bokow 1
wierzchotkéw jest zbiorem otwartym, bo kazdy punkt nie lezacy na boku jest srodkiem kota
zawartego w trojkacie bez bokéw. Podobnie kwadrat nie jest otwartym podzbiorem
plaszczyzny, ale staje si¢ otwarty po usunigciu bokdéw wraz z wierzchotkami. Analogiczne
przyktady mozna rozwazy¢ w przestrzeni trojwymiarowej i o wigkszej liczbie wymiarow.

q—p|| =r. Z tego ostatniego zdania wynika, ze

Podstawowe wlasnosci zbiorow otwartych

a. Suma dowolnie wielu zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.
b. Czg$¢ wspolna skonczenie wielu zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.

Dowdd tego twierdzenia pomijamy, zainteresowanych studentow odsylamy np.do ksiazki z
serii Matematyka dla Politechnik Stanistaw Gladysz Topologia PWN. 1980. lub

Kazimierz Kuratowski Wstep do teorii mnogosci i topologii wielokrotnie wznawiana przez
PWN.

Definicja zbioru domknietego w przestrzeni R

Zbior F — R* jest domknigty wtedy i tylko wtedy, gdy zbior R* \F jest otwarty.

Podane przyktady zbioréw otwartych daja od razu przyktady zbiorow domknigtych: z tego, ze
cala przestrzen R® jest zbiorem otwartym wnioskujemy, ze zbidr pusty jest domknety.
Poniewaz kula otwarta jest zbiorem otwartym, wigc dopetnienie kuli otwartej jest zbiorem
domknigtym. Zbiory skonczone sa domknigte, prosta jest podzbiorem domknigtym

plaszczyzny, przestrzeni trojwymiarowe;.

Zbiory domknigte majq analogiczne podstawowe wilasnosci jak zbiory otwarte.

Definicja granicy ciagu punktow przestrzeni euklidesowej

Ciag (p,) jest zbiezny do granicy p wtedy i tylko wtedy, gdy, 1im||pn —p|| =0.



Widaé, ze definicja ta roézni si¢ od definicji ciagu liczbowego bardzo nieznacznie: w
przypadku ciagu wystapita warto§¢ bezwzgledna rdéznicy wyrazu ciagu 1 granicy, w
przypadku ciagu punktéw przestrzeni méwimy o odlegtosci wyrazu ciagu od granicy. Wida¢
wyraznie, ze roznica obu definicji jest raczej kosmetyczna niz merytoryczna — warto$é
bezwzgledna réznicy dwu liczb to przeciez odlegto$¢ migdzy nimi, jesli o liczbach mys$limy
jako o punktach proste;.

Twierdzenie charakteryzujace zbieznosé ciagéw w R”

Ciag (p,) punktéw przestrzeni k-wymiarowej jest zbiezny do punktu p e R* wtedy 1 tylko
wtedy, gdy limp, =p, dla i=12,.,k, tu p,=(p,,Pr-P,) dla n=12,.. 1

p :(plapza"‘apk) :

Dowéd. Dla kazdego i € {l,2,...,k} zachodzi nierownos¢:

‘2

2 2 ;. .
‘pi,n —pi‘ S\/‘pl,n —p]‘ +‘p27n —pz‘ +...+‘pk,n -p.| =|p,—p|, z ktorej wynika,
ze jesli limp, =p, to limp, = p, dla kazdego ie{l,2,...,k}. W druga strong twierdzenie
wynika z definicji odlegtosci: pod znakiem pierwiastka jest k sktadnikow i1 kazdy z nich dazy
do 0, co jest tres$cig zatozenia. Dowod zostat zakonczony.

Twierdzenie to pozwala w istocie rzeczy sprowadza¢ badanie zbieznos$ci ciagdw punktow
przestrzeni k-wymiarowej do badania zbieznosci k ciagow liczbowych. Waznym
twierdzeniem bylo w przypadku ciagdéw liczbowych twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.
Gwarantowato ono mozliwo$¢ wybierania podciagéw zbieznych z ciagdéw ograniczonych.
Twierdzenie to pozostaje w mocy w przypadku wielowymiarowym.
Podamy teraz jedna z najwazniejszych definicji tej czgsci wyktadu

Definicja zbioru zwartego

Zbiér C nazywamy zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciagu punktow zbioru C
mozna wybra¢ podciag zbiezny do punktu lezacego w zbiorze C.

Interesowa¢ nas bgda nie tylko zbiory, ale réwniez funkcje, w tym gldwnie funkcje ciagte.
Definicja ciagowa (Heinego) ciaglo$ci funkcji przenosi si¢ na przypadek wielowymiarowy.

Definicja ciagowa funkcji ciaglej — przypadek wielowymiarowy

Jesli AcR* i f:A— R’ jest funkcja okre$lona na zbiorze A, to f jest ciagta w punkcie
p <A wtedy itylko wtedy, gdy z tego, ze limp, =p, wynika, ze lim f(p,) = f(p).

Mozna przeformowaé rdwniez definicj¢ otoczeniowa Cauchy’go — ciaglosci



Definicja otoczeniowa ciaglosci funkcji — przypadek wielowymiarowy

Funkcja f:A — R’ jest ciagta w punkcie w punkcie p e A wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej liczby & >0 istnieje liczba 6 >0 taka, ze g€ A i |q—p| <3, to |f(q)— f(p)|<e.

Poniewaz definicje te nie réznia si¢ od podanych w przypadku jednowymiarowym, wigc
dowdd ich rownowazno$ci pomijamy, zreszta nie roézni si¢ on od dowodu w przypadku
jednowymiarowym niczym istotnym.

Dzigki twierdzeniu Bolzano-Weierstrassa pozostaje tez w mocy

Twierdzenie Weierstrassa o osiaganiu kresow przez funkcje ciagla

Jezeli f:C — R jest funkcja ciagta w kazdym punkcie zbioru zwartego C — R, to istnieja
punkty p,qeC takie, ze dla kazdego punktu xeC zachodzi nier6wno$§¢ podwodjna
fP)S (X)L f(q), czyli f(p) jest najmniejsza wartoscia funkcji f za$ f(q)-najwigksza.

Z punktu widzenia zastosowan Analizy Matematyczne] twierdzenie to ma kapitalne
znaczenie. Pozwala ono stwierdza¢, Zze np. poszukiwana przez nas najwigksza warto$¢ funkcji
istnieje, co zwalnia nas z obowiazku przeprowadzania czg¢sto klopotliwych rozumowan w
konkretnych sytuacjach. Juz w przypadku funkcji jednej zmiennej byly podane przyktady
jego zastosowania. Teraz mie¢ to bedzie jeszcze wigksze znaczenie, bo trudniej moéwic¢ o
monotonicznosci funkcji niz w jednowymiarowym przypadku, zreszta w przypadku
odpowiednio skomplikowanych zbioréw moze to by¢ w ogole nie wykonalne. W prostszych
sytuacjach mozna rozpatrywa¢ dana funkcj¢ wielu zmiennych jako funkcjg x,,x,,....

Przyklad

2

Mamy zbadaé, czy funkcja okreslona wzorem f(x,y)=—2— dla (x,y)#(0,0) i 0 dla
X

4+y2

(x,¥)=1(0,0) jest ciagta w punkcie (0,0).

Skorzystamy z definicji Heinego- ciaglo$ci funkcji. Rozpatrujemy np. ciagi punktéw w
przestrzeni  kartezjanskiej R*: p =( pll’n, pzz,n) =(0,1/n) 1 otrzymujemy



0*-1/n

lim £ (p') = lim—————=0 oraz p’ = ..p° )=(1/n,1/n2), dla ktorego
n—>0 p n—o 04 + (1/}1)2 1,n 2.n
: 1/n)*-1/n’ ) ) 1 ) e . ..
) =lim ( =—. Poniewaz 0#—, wiec nie istnieje granica funkcji W
SO = Uy iy 2 2 e I° 8 s

punkcie (0,0), czyli funkcja nie jest ciagla w tym punkcie.



