Funkcje wielu zmiennych — rozniczkowalnos¢

Zajmiemy si¢ teraz rozniczkowaniem funkcji wielu zmiennych. Zaczniemy od pojgcia
pochodnej czastkowej, bo jest ono najwazniejszym 1 zarazem najprostszym z tych, ktorymi
przyjdzie nam si¢ zaja¢. W tym wyktadzie, jesli nie piszemy wyraznie, ze jest inaczej funkcja
f/:G — R’ bedzie okreslona na zbiorze otwartym G — R”. Bedziemy starali si¢ przenies¢
twierdzenia uzyteczne dla optymalizacji funkcji o wartosciach rzeczywistych, czyli dla
znajdowania ich warto$ci najmniejszych 1 najwigkszych. W niektérych przypadkach pojgcie
pochodnej czastkowej nam wystarczy, a w niektérych zmuszeni zostaniemy do uzycia pojecia
r6zniczki funkcji, ktorego zdefiniowanie chwilowo odktadamy.

Definicja pochodnej czastkowej

Pochodna czastkowa pierwszego rzedu odwzorowania f:G — R’ ze wzgledu na zmienna
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e, € R" to wektor, ktérego wszystkie wspohrzedne z wyjatkiem i-tej sa rowne 0 a i-ta réwna

x,, 1<i<k, w punkcie peG, nazywamy granicg %m(} , o ile istnieje;
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Jest 1: ¢,=(0,,..0,1,0,...,0). T¢ pochodna czastkowa oznaczamy symbolem f (p), zamiast
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archaicznego oznaczenia stosowanego jeszcze dzisiaj (gldwnie przez fizykow) - 5—(p).
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Przyklady
1. Niech f(x)=x,+2x] +x,e®. Z definicji pochodnej czastkowej wynika, ze
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Pochodng f, funkcji f obliczamy traktujac x, jako argument funkcji przy

jednoczesnym traktowaniu zmiennych x,,x;,x, jako stalych (parametréw).
Liczac analogicznie, otrzymujemy jeszcze trzy rownosci (prosze sprawdzic!)

[, =6x", [ (x)=€", [, (X)=xe".
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2. Niech f ( j = ( . (0) - tym razem wspotrzedne punktéw piszemy pionowo, co
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— jak sig p6zniej okaze - ma sens.
Obliczmy pochodna wzgledem zmiennej 7.
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Teraz kolei na pochodna wzgledem zmiennej ¢.
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Widzimy, ze w przypadku odwzorowania o wartoéciach w R’ otrzymali§my
wektor a nie liczbg. Rezultat ten jest doktadnie taki, jaki nalezalo si¢ spodziewac.
Jezeli funkcja o warto$ciach w przestrzeni R’ ma w jakim$ punkcie pochodna
wzgledem ktorej§ ze swych k zmiennych, to ta pochodna czastkowa jest
wektorem / wymiarowym.

Wilasciwie na tym mozna by zakonczy¢, ale warto jeszcze otrzymany rezultat
zinterpretowa¢ fizycznie Mozna mysle¢, ze wartoscia funkcji f jest punkt
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ptaszczyzny oddalony o » od punktu [Oj lub wektor zaczynajacy si¢ w punkcie
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1 konczacy si¢ w punkcie f = . - traktujemy wigc liczby r 1 @
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jako tzw. wspotrzedne biegunowe punktu ptlaszczyzny. Przy obliczaniu
pochodnej wzgledem r» traktujemy zmienng ¢ jako stata. Mozemy

interpretowa¢ zmienna r jako czas. Po zmianie czasu o 4 znajdujemy si¢ w
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punkcie f = . . Znalezli$my si¢ wigc w punkcie lezacym na
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tej samej polprostej wychodzacej z punktu (O]’ ale w innej odleglosci od

poczatku uktadu wspoétrzednych. Zmiana odleglosci réwna jest zmianie czasu.
Wobec tego predko$¢ skalarna powinna by¢é réowna 1, a wektor predkosci
powinien by¢ réwnolegly do potprostej, po ktorej porusza si¢ punkt. Wektor

cos 0
{ . ng jest rownolegty do potprostej wychodzacej z punktu (OJ 1
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przechodzacej przez punkt ( . (pj. Jego dtugos¢ wynosi 1. Jest to tzw. wektor
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predkosci wektorowej poruszajacego si¢ punktu. Podobnie mozna zinterpretowaé
pochodna wzgledem ¢. Tym razem r si¢ nie zmienia, natomiast zmienia si¢ kat
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jaki tworzy wektor o poczatku (OJ 1 koncu ( J z osia odcigtych (pozioma
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osig uktadu wspotrzednych). W tej sytuacji ¢ oznacza zaréwno czas jak i ten kat.
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Wobec tego ruch odbywa si¢ po okregu o srodku (0] i promieniu . Chwilowa

predkos¢ wektorowa jest wigc wektorem stycznym do tego okrggu. Diugos¢ tego
wektora wynosi 7, bo predko$¢ katowa jest réwna 1. Wektorowi
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predkosci w tym ruchu w momencie ¢.
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Funkcja ta nie jest ciaglta w punkcie (OJ’ bowiem dla x #0 mamy f ( J:% i
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jednoczesnie f (gJ:O:&%. Oznacza to, ze jesli zblizamy si¢ do punktu (g]
wedrujac wzdluz prostej o rOwnaniu y = x, to wartosci badanej funkcji nie daza
do 0=f (8) Jest to jedyny punkt nieciagtosci tej funkcji. Zbadamy teraz
kwestig istnienia pochodnych czastkowych funkcji f. We wszystkich punktach z
wyjatkiem punktu (gj pochodne czastkowe istnieja, co wynika z twierdzen

pozwalajacych na obliczanie pochodnej funkcji jednej zmiennej rzeczywiste;.
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Réwniez w punkcie (OJ funkcja f ma pochodne czastkowe. Wykazemy to.
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Mamy lim =lim P =0. WykazaliSmy, ze f, 0 =0. W taki

sam sposob wykazujemy, ze f, (OJ =0. Zauwazmy jeszcze, ze jesli x#0 lub
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y#0, to fx[ j = % - wynika to z twierdzenia o pochodnej ilorazu dwu
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funkcji  jednej zmiennej. Analogicznie f| =——=. Zachgcamy
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studentow do samodzielnego sprawdzenia tych wzoréw oraz do sprawdzenia, ze
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pochodne czastkowe, ktére wtasnie znalezliSmy sa nieciagle w punkcie (OJ

Przyktad 3. pokazuje, Ze stwierdzenie istnienia pochodnych w jakim$§ punkcie, a nawet w
catej dziedzinie funkcji nie pozwala jeszcze zbyt wiele na temat tej funkcji wywnioskowac-
za istnienia pochodnych czastkowych nie wynika nawet ciagto$¢ funkcji. Jasne jest



, Z€ potrzebne nam sa wlasnosci na stwierdzanie ciaglosci funkcji i co wigcej na stwierdzanie,
ze jej zachowanie w matym otoczeniu punktu rézniczkowalnosci jest w przyblizeniu takie jak
funkcji liniowej. To jest podstawowa idea w rachunku rozniczkowym. StosowaliSmy
rozumowania oparte na tej wlasnie idei wielokrotnie w przypadku funkcji jednej zmiennej. To
one doprowadzily nas do sformutowania twierdzen pozwalajacych na ustalanie w jakich
przedziatach funkcja rozniczkowalna jest monotoniczna, w jakich punktach moze mieé
lokalne ekstrema itd. Musimy podobne rozumowania przenie$¢ na funkcje wielu zmiennych.
Podamy teraz definicje rozniczkowalnosci funkcji wielu zmiennych i warunek konieczny i
wystarczajacy dla rézniczkowalnosci.

Definicja funkcji rézniczkowalnej w punkcie

Funkcja f:G — R’ jest rézniczkowalna w punkcie p € G wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

przeksztalcenie liniowe L:R* - R’, takie, ze lim J(p+h) ihﬂ( (p)—Lh _, Wtedy

przeksztalcenie liniowe L nazywamy rozniczka funkcji w punkcie p i oznaczamy symbolem

Df (p) lub df (p) lub f'(p).

Studenci ambitni sprawdza, ze z warunek natozony na r6ézniczke moze by¢ spetniony przez co
najwyzej jedno przeksztalcenie liniowe. PREMIA za dowdd tego stwierdzenia.

Warunek wystarczajacy dla rézniczkowalnosci

Jedli funkcja f:G — R’ okreslona na otwartym podzbiorze przestrzeni R® ma pochodne
czastkowe wzgledem zmiennych x,,x,,...,x, w kazdym punkcie pewnej kuli otwartej B(p, ¢)
o srodku w punkcie p i1 wszystkie one sa ciagle punkcie p to funkcja jest rozniczkowalna w
punkcie p 1 zachodzi nastgpujacy wzor: Df (p)h =1, (p)h + f, ()1, +...+ 1, (P)A,.

Dowadd tego twierdzenia pomijamy, mozna go znalez¢ np. w znakomitej ksiazce
Andrzej Birkcholc Analiza Matematyczna . Funkcje wielu zmiennych PWN. 1986.

Szczegodlnie istotnym przypadkiem sa funkcje wielu zmiennych o warto$ciach rzeczywistych
i takimi tylko si¢ zajmujemy. W tym przypadku czgsto méwimy o gradiencie funkcji zamiast
0 jej rézniczce w punkcie.

Definicja gradientu funkcji o wartosciach rzeczywistych

Jesli f:G —>R jest funkcja okreslona na podzbiorze otwartym G przestrzeni R’
rézniczkowalna w punkcie p € G, to gradientem funkcji f w punkcie p nazywamy taki

wektor  grad f(p), ze dla kazdego wektora heR"  zachodzi rdéwnos¢
Df (p)h = grad f(p)-h.

Roéznica migdzy gradientem i rozniczka wydaje si¢ réznica minimalna: chodzi o to, ze
gradient jest wektorem k-wymiarowym, natomiast rézniczka jest przeksztatceniem liniowym
z przestrzeni R* w jednowymiarowa przestrzeh R.



Poniewaz stosujemy standardowe bazy w przestrzeni R*, wiec wspohrzedne wektora
grad f(p) sa réwne odpowiednim wspotrzednym Df(p). To nasz wybor, naturalny w

przypadkach rozpatrywanych w tym wykladzie. Gdyby$Smy jednak rozwazali kwestie
ogolniejsze — nie byloby zadnego ,,naturalnego” wyboru bazy, pojecie standardowej bazy
stracitoby sens i utozsamianie gradientu z rdzniczka za pomoca wspotrzednych nie byloby
mozliwe.

Pochodna czastkowa obliczana jest po to, by uzyska¢ informacje o tym jak zmienia si¢
funkcja w kierunku jednej z osi ukladu wspotrzednych. Rézniczke, o ile istnieje obliczamy
po to, by dowiedzie¢ si¢ jak zachowuje si¢ funkcja w calym otoczeniu punktu. Pojeciem
posrednim jest pochodna kierunkowa.

Definicja pochodnej kierunkowe;j

Pochodna kierunkowa funkcji f:G — R’ w punkcie p w kierunku wektora v nazywamy

S(p+v)-f(p)
t

granicg lil’IOl , jesli ta granica istnieje. T¢ pochodna oznaczamy symbolem
>
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Jest jasne, ze uogOlniliSmy pojecie pochodnej czastkowej f (p)=f, (p). Pochodna

kierunkowa w kierunku wektora v obliczana jest po to, by oceni¢ tempo zmian funkcji w
otoczeniu punktu p na prostej przechodzacej przez punkt p i rownolegtej do wektora v.

W punktach rézniczkowalno$ci funkcji, pochodna kierunkowa mozna nieraz tatwiej znalez¢
po obliczeniu rézniczki funkcji niz korzystajac bezposrednio z jej definicji.

Twierdzenie o istnieniu pochodnej kierunkowej a punktach r6zniczkowalnosci funkcji

Jesli funkcja f:G — R’ jest rozniczkowalna w punkcie peG, veR*, to funkcja na w
punkcie p pochodna kierunkowa w kierunku wektora v i zachodzi rownos¢ f, (p) = Df (p)v.

Dowéd. Mamy

lim f(p+tv—f(p) _ lim(f(p +W)—]]|§£)|T—Df(p)(lv) ) ”ttV” +Df(p)v] = Df (p)V

t—=0 t t—=0
SkorzystaliSmy tu z tego, Zze wyrazenie jest ograniczone, wigc PO pomnozeniu przez
wyrazenie dazace do 0 oraz z tego, ze Df (p)(¢v) =tDf (p)v 1 oczywiscie z tego, ze [ jest
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roézniczkowalna w punkcie p, z czego wynika, ze lim
t—0
W ten sposob zakonczylismy dowdd tego twierdzenia.

Z tego twierdzenia wynika w szczego6lnoS$ci, ze przy ustalonym punkcie p pochodna f, (p)
jest liniowa funkcja wektora v, pod warunkiem rézniczkowalnosci funkcji f w punkcie p.

Na zakonczenie wyktadu powtorzmy: z rézniczkowalnosci funkcji w punkcie wynika
istnienie pochodnych kierunkowych w tym punkcie we wszystkich kierunkach, w
szczegoOlnosci istnienie pochodnych czastkowych. Z istnienia pochodnych czastkowych nie



wynika nawet ciagto$¢ funkcji — widzieliSmy to na przyktadzie 3. Mozna poda¢ przyktad
funkcji, ktora w pewnym punkcie ma pochodne we wszystkich kierunkach i to réwne 0 i
jednoczesnie nie jest ciagla w tym punkcie. Oznacza to, ze zbadanie zachowania si¢ funkcji
na prostych przechodzacych przez dany punkt to jedynie wstgp do zbadania zachowania si¢
tej funkcji w otoczeniu tego punktu.

Tych kwestii nie bedziemy dokladnie analizowa¢, bo to wykracza znacznie poza potrzeby
inzyniera.



