Szeregi potegowe

Definicja szeregu potegowego
Szeregiem potggowym o Srodku w punkcie x, i wspoélczynnikach q,,q,,qa,,... nazywamy

o0
szereg postaci Z a,(x—x,)".
n=0

Okazuje sig, ze funkcja wyktadnicza o podstawie e jest suma szeregu potggowego o srodku
w punkcie 0, podobnie funkcja sinus i1 kosinus, jak i inne funkcje, ktorych rozwinigcia w
szereg potegowy wkrotce podamy. Przed tym jednak warto zapozna¢ si¢ z kilkoma
podstawowymi wiasno$ciami szeregow potegowych. Oczywiscie mozna rozpatrywac jedynie
szeregi o Srodku w punkcie 0, bowiem podstawienie y =x—x, przeksztalca szereg o Srodku
w punkcie x, na szereg w punkcie 0. W dalszym ciagu bgdziemy zajmowac si¢ szeregami w
punkcie 0. Pierwsze pytanie jakie si¢ nasuwa to: jak wyglada zbior tych wszystkich punktow
x, dla ktérych szereg potegowy jest zbiezny, jak tych dla ktorych zbiezno$¢ jest
bezwzgledna? OdpowiedZz w znacznym stopniu zalezy od ciagu (a,). Rozpoczniemy od

kilku przyktadow.

n

1. Szereg Zx—' jest zbiezny bezwzglednie dla wszystkich liczb rzeczywistych x, mamy
n=0 N:

|(n)!x”+] :| 1 de |x|
(a+Dx"| |+ a1l "

bowiem —>0<1 dlakazdego x€R.

2. Szereg Zn!x” jest zbiezny tylko dla x = 0. Wykazemy, ze tak jest rzeczywiscie. Dla
n=0
x =0 szereg wyglada tak: 1+0+0+0+..., wigc jest zbiezny. Zaléozmy teraz, ze x #0

(n+1)1x""

- =|(n+1)x|]———>+x. Wynika stad, ze od
nlx

oraz, ze n=1. Mamy

n+l

pewnego miejsca zachodzi nieréwnos¢ ‘(n+1)!x > ‘n!x” , ktora przeczy temu , ze

ciag (n!x") jest zbiezny do 0. Wobec tego dla x # 0 szereg Zn!x” jest rozbiezny.

n=0
3. Z_;% jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy —1<x<1, przy czym jesli |x| <1, to

zbieznos¢ jest bezwzgledna. Dla x=0 otrzymujemy szereg, ktorego wszystkie
wyrazy sa rowne 0, wigc zbiezny bezwzglednie. Dla x =1 otrzymujemy znany nam
juz szereg harmoniczny, wigc rozbiezny. Dla x=-1 otrzymujemy szereg

-1+ 1 % + % —..., ktory zgodnie z wczesniejszymi rezultatami (kryterium Leibniza),

2
jest zbiezny warunkowo. W pozostatych przypadkach dziata kryterium d’Alemberta. Z



niego wynika, ze szereg Z— jest zbiezny bezwzglednie dla |x| <1 oraz — rozbiezny

n=1

X" /(n+1)| _n

dla |x|>1: ‘ e ‘_n+1

n—»00

X" . : . C,
4. Szereg Z_z jest zbiezny bezwzglednie dla |x| <1- wynika to ze zbiezno$ci szeregu
n=1
ii'krt' ' Jesli |x|>1, t ie dazy do 0, wi
- 1 kryterium poréwnawczego. Jesli |x|>1, to wyraz szeregu nie dazy do 0, wigc
n=1

szereg jest rozbiezny.

5. Szereg ZZ” x" jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy |x| <% - wynika

n=1
. , . e 1
to natychmiast z wlasno$ci szeregu geometrycznego. Jesli |x| > > to wyraz szeregu

nie dazy do 0, wigc szereg jest w tym przypadku rozbiezny.

We wszystkich przypadkach otrzymalismy przedzialy o $§rodku w punkcie 0. Mogty one
zawiera¢ konce lub nie. Mogly by¢ skonczone lub nieskonczone. Zdarzylo si¢ tez, ze
otrzymali$my przedziatl zdegenerowany do jednego punktu, do 0. Sformulujemy teraz
lemat, ktérego natychmiastowa konsekwencja bedzie twierdzenie opisujace mozliwe
sytuacje.

Lemat o zbieznoSci szeregu potegowego

Jezeli szereg potegowy Zanx” jest zbiezny dla x =x, 1 |x2| < |x1
n=0

, to szereg, to szereg

Zanx;’ jest bezwzglednie zbiezny . Co wigcej, dla kazdej liczby naturalnej £ szereg
n=0

Y n*a,x," jest bezwzglednie zbiezny.
n=0

Dowod.

Poniewaz szereg Zanxl” jest zbiezny, wige lima, x," =0, Zatem istnieje liczba M >0 taka,

n—0
n=0

n
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n=0

< o0, Ostatnia

0 0
. n k n| _ n
ze ‘anxl ‘SM. Mamy zatem E ‘n a,x, ‘— E a,x, ‘n
n=0

n=1

X

nierdwno$¢ wynika z tego, ze jesli 0 < g <1, to dla kazdej liczby naturalnej £ szereg Z n*q"
n=0

X

X

jest zbiezny (kryterium ilorazowe d’ Alemberta), przyjmujemy ¢ =|—=|. Lemat zostat

udowodniony.

Z tego lematu od razu wynika



Twierdzenie o przedziale zbieznoSci szeregu potegowego

Zbior punktow, w ktorych szereg Z a,x", jest zbiezny jest przedziatem o $rodku w punkcie
n=0

0 (by¢ moze zdegenerowanym do jednego punktu lub nieskonczonym). Wewnatrz przedzialu

zbieznosci szereg jest zbiezny bezwzglednie.

Definicja przedzialu i promienia zbieznoSci szeregu potegowego

Przedzialem zbieznosci szeregu potggowego nazywamy zbidr tych wszystkich punktow, w
ktorych szereg potegowy jest zbiezny. Potowe dlugosci przedziatu zbiezno$ci nazywamy
promieniem zbiezno$ci szeregu potggowego.

Promienie zbieznosci w kolejnych przyktadach to: o w przypadku szeregu Zx—,, 0w
n=0 n

przypadku szeregu Zn!x”, 1 w przypadku szeregu Zx— oraz w przypadku Zx—z, % A4
n

n=0 n=l1 n=1

o0

przypadku szeregu Z2"x". Wida¢ z tego omdwienia, ze rownos$¢ promieni zbiezno$ci nie
n=0

musi oznaczaé réwnosci przedzialow zbiezno$ci.

Twierdzenie o pochodnej szeregu potegowego

Jesli szereg potegowy Zan (x—x,)" ma dodatni promien zbieznosci, to wewnatrz przedzialu
n=0

zbieznosci suma tego szeregu jest funkcja rézniczkowalna 1 zachodzi wzor

(i a, (x—xo)j = inan(x—xo)"’l.

n=0

Twierdzenia tego nie bedziemy udowadnia¢. Zainteresowanych studentow ocenami wyzszymi
zapraszam na konsultacje, na ktérych podamy dowod. Wypada jednak przestrzec, ze
szeregdw na ogot nie wolno rézniczkowac w taki sposob jak si¢ rdzniczkuje sumy skonczone.
Matematyk niemiecki Carl, Theodor, Wilhelm Weierstrass (1815-1897) wykazat, ze np.

. . . < . . . C.
funkcja zdefiniowana jako suma szeregu Z—ncos(7” 7x) jest ciagta na catej prostej i nie ma

n=1
skonczonej pochodnej w zadnym punkcie, chociaz kazdy wyraz tego szeregu ma pochodna.
Problemu kiedy i jakie szeregi wolno rézniczkowaé nie bedziemy omawia¢, bowiem nie jest
to konieczne w przypadku studentow studiéw politechnicznych (inaczej niz w przypadku
studentéw matematyki).

Teraz zajmiemy si¢ rozwijaniem funkcji w szeregi potggowe.

Wiele funkcji mozna przedstawi¢ w postaci sum szeregow potggowych. Przekonamy sig, ze w
funkcje, ktore sa zdefiniowane ,, za pomoca jednego wzoru” , mozna tak zapisa¢, co utatwia
w licznych przypadkach poznanie ich wlasno$ci. Z twierdzenia o rdzniczkowaniu szeregu



potegowego wynika, ze wewnatrz dziedziny maja one skonczona pochodna i ta pochodna jest
roOwniez suma szeregu potggowego, wigc 1 ona ma skonczona pochodna wewnatrz swej
dziedziny. Pokazemy na przyktadzie logarytmu naturalnego.

1n(1+x)=2(—1)”llx”:x—%x2+§x3—ix4+... dla kazdej liczby xe(-1,1]. Jesli

n=l1 n

|x|<1, to

1n(1+x):L=1—x+x2—x3+ x—lx2+lx3—lx +.. Z( 1)"1 x" | zatem
1+x 2 3 4 n=1 ’

pochodna funkcji In(1+x)— Z( "' x”, okreslonej i ciagtej i ciaglej na przedziale (—1,1] i
n=1

r6zniczkowalnej w ]e] punktach wewnqtrznych jest rowna 0. Stad wynika, ze funkcja

In(1+x)— Z( n"! x jest stata na przedziale domknigto- otwartym (—1,1]. Wobec tego

n=1

dla kazdej liczby xe(-L1] zachodzi réwnos¢é

In(1+x) - Z( 1)"1—x =In(1+0)- Z( 1)”11

PrzedstawiliSmy wigc funkcj¢ In(1+x) w postaci sumy szeregu potggowego o srodku w
punkcie 0.

n

: . < 1
Otrzymany wzoér zastosujemy podstawiajac x=1 we wzorze In(l+x)= Z (-1 —x
n

n=1

Rezultat to In2=In(1+1) = Z( 1)”1 1—%+%—%+... ZnalezliSmy wigc sume szeregu,

n=1
ktérego zbiezno$¢ stwierdziliSmy juz dawno. Przyktad ten $wiadczy, Zze innym problemem
jest wykazanie zbiezno$ci szeregu, a innym znalezienie jego sumy. Dodajmy jeszcze, ze
szereg ten jest wolno zbiezny i nie warto znajdowaé przyblizen dziesigtnych za jego pomoca.
Mozna zauwazy¢, ze

ln2——ln5:—2( 1)”11( j Z ( j W tym przypadku btad jaki popelniamy

n=1 N

L : E1(1Y :
przyblizajac liczbe In2 suma Z — (E) jest rowny
n=1 n
=11 1 1 1 . . :
Z —|=| = —+ —+ 5 t.., Wwigc jest mniejszy niz suma
i + + +
2 (k+1)2 (k+2)2 (k+3)2"™
1 N 1 N 1 . 1 11
k+D2 0 (e+12" (k+127 7 (k+D2M 1 (k+1)28
-
2

W przypadku szeregu anharmonicznego 1—%+%—Z+... wartos¢ bezwzgledna bledu, ktory

popetniamy zastepujac liczbe In2 suma Z( 1" Jest rowna
n

n=1



L1 + L1 +..= ! + ! +..>
k+1 k+2 k+3 k+4 (k+D)(k+2) (k+3)k+4)

>l( ! + ! + ! + ! +MJ:
2\ (k+1)(k+2) (k+2)(k+3) (k+3)k+4) (k+4)k+)5)

(1 1 1 1 1 1 1 1 1
= = + - + - + - +..|= :
2\k+1 k+2 k+2 k+3 k+3 k+4 k+4 k+5 2(k+1)
Jesli przyjmiemy k =4, to w pierwszym przypadku (prosze sprawdzi¢!) btad bedzie mniejszy

niz %, a w drugim wigkszy niz % Dla £ =9 w pierwszym przypadku blad jest mniejszy

1 . . o1 . . . . . N
od 5120 a w drugim wigkszy niz 30 Jasne jest wigc, ze w razie koniecznosci przyblizenia

: . 11 .
liczby In2 za pomoca utamka dziesi¢tnego uzy¢ nalezy szeregu 2—(—j , a nie szeregu
n=l1 2
. < 1
anharmonicznego z - =.
n

n=1

Na tym jednym przyktadzie zakonczymy rozwijanie funkcji w szereg potegowy. Funkcje
takie jak: arctg,sin,cos,arcsin 1 inne rozwijamy podobnie o czym przekonamy si¢ podczas

samodzielnej pracy nad lista zadaniowa z tego tematu 1 na konsultacjach.

Na zakonczenie wyktadu podamy wazne z punktu widzenia zastosowan

Kryterium calkowe Cauchy’ego Maclaurina zbieznos$ci szeregu

Jezeli funkcja f:[1,00) —[1,0) jest nierosnaca, to szereg z f(n) jest zbiezny wtedy i tylko

n=1

Wtedy, gdy zbiezna jest catka niewlasciwa I f(x)dx.
1

Dowéd. Konsekwencja monotonicznosci funkcji f* jest istnienie catek .[ f(x)dx.
1

Podobnie szereg z f(n) ma sum¢ by¢ moze nieskonczona, bo jego wyrazy sa nieujemne.
n=1
n+l

Poniewaz funkcja jest nierosnaca, wigc nierownos¢ f(n)=> J. f(x)dx> f(n+1) ma miejsce

n

dla kazdej liczby naturalnej n. Stad wynika, ze Z f(n)> _[ f (x)a’xzz f(n), a z tej
n=2

n=1 1
nierdwnos$ci wynika teza twierdzenia.



Warto podkresli¢, ze twierdzenie bywa uzyteczne w wielu przypadkach, czasem tatwiej
mozna stwierdzi¢ zbieznos¢ catki a w innych przypadkach — szeregu.

Przyklad

o0

Mamy zbada¢ zbiezno$¢ szeregu

1 . : .
5 jest nierosnaca (malejaca) w
X +2

n=1
przedziale [1,00) oraz przyjmuje na tym przedziale warto$ci dodatnie.
Calka

Tl o1
dx =lim| ——dx =lim— (arctg ]
‘!.x2+2 coms X% 4+2 > 2 NG

—L(Z—arctgi] <
V212 V2)

jest zbiezna, a to oznacza, ze 1 badany szereg jest zbiezny.

niewlasciwa

1 c 1
lim| arctg——arctg —j =
- g i arte G -arets




